
Esnard Aurélien Algorithmique Numérique

Généralités
Normes et rayon spectral:

Définition norme vectorielle :

+→ RRxx n,a vérifiant :

- 00et  0 =⇔=≥ xxx

- xx .. αα =

- yxyx +≤+

Exemple de norme vectorielle :
- Norme 1 : ∑=

i
ixX

1

- Norme 2 : XXxX
i

i ,2

2
== ∑

- Norme ∞ : i
i

xSupX =
∞

Proposition :  En dimension finie, toutes ces normes sont équivalentes ; en pratique, on choisit celle qui nous
arrange.

Définition norme matricielle :
C'est une norme dans l'espace vectorielle Mn(R), avec en plus BABA .≤× .

Norme matricielle induite :
A partir d'une norme vectorielle, on construit une norme matricielle induite :

( )AXSup
X

AX
SupA

XouXX 110 ≤=≠
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= .

Notons de plus que 1=I .

En particulier pour la norme 2, on a la relation : ( )AAI tρ=
2

 avec ρ le rayon spectral.

Propriétés :
- XAAX .≤  et BAAB .≤

- Cas de A symétrique : ( ) ii
AA λρ max

2
==

- Dans le cas général, max2
µ=A , maximum des valeurs singulières ii λµ = avec iλ  les valeurs

propres (positives) de la matrice symétrique AAt . (?)
- Soit A une matrice carré quelconque n x n. Pour toutes normes de matrice induite, on a ( ) AA ≤ρ .

Conditionnement d’une matrice inversible :
Considérons un système linéaire AX=b. L'expérience de Wilson met un évidence une instabilité des calculs dans
certains cas. Si l'on modifie sensiblement les paramètres de la matrice A, ou du second membre b, on peut
trouver des résultats complètement différends !

- ( ) 1. −= AAACond
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- ( ) ( )ACondACond =α
- ( ) 1≥ACond  avec ( ) 1=IdCond
- Soit une matrice Q orthogonale : 

22
XQX =  et ( ) 1=QCond

- Les bons conditionnements sont les petits conditionnements (au mieux 1 pour les matrices orthogonales).

- Pour A symétrique : ( )
min

max
2 λ

λ
=ACond  ; dans la cas général : ( )

min

max
2 µ

µ
=ACond

Théorèmes sur le conditionnement :

Théorème : ( ) bbXXABAX ∆+=∆+= et  . On a ( )
b
b

ACond
X
X ∆

≤
∆

.

Théorème : ( )( ) bXXAABAX =∆+∆+= et  . On a ( )
A
A

ACond
XX

X ∆
≤

∆+
∆

.

Remarque : Le conditionnement traduit l'amplification des grandeurs relatives.

Inverse numérique d’une matrice :

Soit A une matrice inversible et A-1 son inverse théorique.
M est un inverse de A du point de vue numérique si :

- 
1

1

−

−−

A

AM
 est petit, ce qui correspond à M=A-1

- 
A

AM −−1

 est petit, ce qui correspond à A=M-1

- IdMAIdAM −− et   sont petits, ce qui correspond à 0Id-MAet  0 ==− IdAM
On s'adapte au calcul que l'on veut faire. Notons que l'on résout rarement un système linéaire en calculant
l'inverse bAX 1−=
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Systèmes linéaires Ax=b : méthodes directes

Formules de Crammer
Cette méthode nécessite le calcul d'un déterminant, dont la complexité est en n!. La compléxité de la formule de
Cramer est en n 2 n!. Par conséquent, cette méthode n'est pas utilisable en informatique.

Méthode du pivot de Gauss

À la kème  étape : pour ,ki > k Ligne  i Ligne
,

,

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

kk

ki

a
a

. On pose  
kk

ki
ki a

a
l

,

,
, = .

L'algorithme à une complexité en 
3

3n
.

Le problème des coefficients diagonaux nuls : il faut permuter les lignes lorsque apparaît un zéro sur la
diagonale.

Stratégie du pivot maximum partiel :

On permute la kème  ligne et la ième ligne avec i tel que  kl
kl

ki aSupa ,,
≥

= . Pour des raisons de stabilité

numérique, on divise par le terme de la colonne k, qui a la plus grande valeur absolue.

Stratégie du pivot avec seuil :

On effectue une permutation uniquement des ε<kka , .  Cependant cette méthode peut être mise en défaut. Il

vaut mieux utiliser la méthode du pivot maximum partiel, qui n'est pas vraiment plus coûteuse en calcul.

Calcul de l’inverse
Une idée pour résoudre le sytème Ax=b serait de calculer l’inverse de A. En effet, on a bAx 1−= .

Méthode de Shermann – Morison
Soit A une matrice n x n, réelle inversible, dont on connaît l’inverse A-1 ; soit B une perturbation, on cherche à
calculer ( ) 1−+ BA .

On démontre que si tXYB = , alors ( ) ( ) 111111 .. −−−−−− +=+=+ BAAcAABAcIBA , avec

XAY
c t 11

1
−+

−
= .

On suppose maintenant que la perturbation ne modifie qu’un seul en ),( ji : 
{ {

t

Y

j
X

iji eeEB ×== .. , εε .

Notons ( )
nlkjkA

≤≤
− =

,1,
1 α . Alors on trouve ( )[ ]

ij

ljik
lklkjiEA

,

,,
,,

1
, .1

.
αε

αα
εαε

+
−=+ − .

Elimination de Gauss
On applique la stratégie du pivot partiel maximum, au calcul de l’inverse.
On considère une matrice A inversible, de dimension n
On résout nleAx l ≤≤= 1pour  , ce qui revient à écrire IAA =−1. . On procède par élimination de Gauss,
ce qui donne une matrice triangulaire supérieure (complexité en n3). Ensuite, on réalise n remontées, une par
vecteur le  (complexité en n 2).

En résumé, on a leAx =  et MAUeMxU l ==  avec .. une matrice triangulaire supérieure.
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On veut traiter tous les seconds membres en une seule passe ; pour cela on considère la matrice n x 2n  suivante :

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

 qui après calculs donne 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

.

On donne ici un exemple d’écriture en langage de description algorithmique :

Procédure pivot ( k , l : entiers ; OK : booléens )
    Début
    Max := ( )kkA ,  ;
    l := k ;
    Pour i := k+1 à n  faire
     Si max < ( )kiA ,
    Alors
        Début
        Max := ( )kiA ,  ;
        l := i ;
        Fin ;
    OK := Max > ε ;
    Fin ;

Procédure permuter ( k , l : entiers )
    Début
    Si lk ≠
    Alors
        Pour j := k à 2n  faire
            Début
            c := ( )jkA ,  ;

           ( )jkA ,  : = ( )jlA ,  ;

           ( )jlA ,   := c ;
           Fin ;
Fin ;

On donne maintenant le programme principal, réalisant le calcul de l’inverse.

Début
Initialiser A et lire ε ;

/* triangularisation */
Pour k := 1 à n  faire
    Début
    Pivot (k , l , OK ) ;
    Si non(OK)
    Alors
        Début
        Ecrire « matrice non inversible » ;
        Exit echec ;
        Fin ;
    Permuter ( k , l ) ;
    Pour j := k+1 à 2n  faire
        ( ) ( ) ( )kkAjkAjkA ,/,:, =  ;
    Pour i := k+1 à n  faire
        Pour j := k+1 à 2n  faire
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            ( ) ( ) ( ) ( )jkAkiAkiAjiA ,*,,:, −=  ;
    Fin ;

/* n remontées */
Pour k := 1 à n  faire
    Pour i := n-1 à 1 par pas de -1 faire
        Début
        s := 0 ;
        Pour j := i+1 à n  faire
            ( ) ( )knjAjiAss ++= ,*,:  ;

        ( ) ( ) skniAkniA −+=+ ,:,  ;
        Fin ;
Fin ;

Remarques :
- Choix du pivot : pour des raisons de stabilité numérique, on divise toujours par le terme de la colonne k qui

a la plus grande valeur absolue (Cf. Pivot partiel maximum).
- Recherche du pivot : si la plus grande valeur absolue est inférieure à la précision machine ε, alors on arrête

en disant que la matrice n’est pas inversible à ε près (test d’inversibilité informatique). Cependant, elle peut
très bien être inversible du point de vue mathématique !

Factorisation A=LU
Soit A une matrice régulière, de dimension n.

Lien avec la méthode de Gauss
On applique la méthode de Gauss sans pivoter. U est une matrice triangulaire supérieure réelle, telle que

UAJ
nk

k =∏
= ,1

.

On donne la définition des matrices 

⎟
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⎟
⎟
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⎜
⎜
⎜
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⎛
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kl a

a

,

,
, −=α  pour kl > .

On démontre que l’inverse des Jk existe et que ∏
=

−=
nk

kJL
,1

1  est une matrice triangulaire inférieure, avec des  1

sur la diagonale. En fait, on a
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⎜
⎜
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⎛
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Calcul algorithmique des coefficients de L et de U
On procède par identification en utilisant les propriétés de L (triangulaire inférieure avec une diagonale de 1) et
de U (triangulaire supérieure). On cherche un algorithme par ligne donnant les

njuijl jiji ≤≤−≤≤ 1pour   leset  11pour  ,, .

Pour i := 1 à  n  faire
    Début
    Pour j := 1 à  i-1  faire
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        jj

j

k
jkkijiji aulal ,

1

1
,,,, .: ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑

−

=

 ;

        /*  avec 1, =iil  */

    Pour j := i à n  faire

        ∑
−

=

−=
1

1
,,,, .:

i

k
jkkijiji ulau  ;

    Fin ;

Remarque : L et U écrasent la matrice A.

Cas particulier des matrices à « structure bande »

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

OO

OO

OOO

OOO

OOO

OO

OO

- La largeur de la bande est W = P+Q+1
- On ne stocke dans une structure de donnée appropriée que la bande, soit un O(W.N), ce qui est intéressant si

W << N.

Propriété fondamentale :
La bande se conserve par factorisation LU. On parle de structure de données statique. En revanche, si on utilise
des techniques de pivotage au cours d’une factorisation LU sur une matrice bande, alors la structure bande n’est
pas conservée.
On utilise la méthode uniquement dans le cas, où à priori on ne pivote pas. La condition suffisante la plus connue
est « A matrice à diagonale strictement dominante », c’est à dire ∑

≠
=

>∈∀

ij
nj

jiii aani
,1

,,,1 .

Cas des matrices symétriques définies positives (SDP)
Cf. factorisation Cholesky et Crout.

Factorisation PA=LU
P est la matrice des permutations.
L est une matrice triangulaire inférieure dont la diagonale se compose de 1.
U est une matrice triangulaire supérieure.
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Matrice de permutation élémentaire i ↔ j : 

jligne  

iligne

1

1
01

1

1
10

1

1

,

→

→

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

O

O

O

jiP

Le produit PA permute les lignes i et j de la matrice A. Le produit AP permute les colonnes i et j de la matrice A.

(à compléter avec le cours : obtention de la factorisation et utilisation de la factorisation )
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Factorisation A=BBt : Cholesky
Cette factorisation s'applique pour des matrices A symétriques et positives.
Théorème : Soit A une matrice SDP de dimension n. Il existe une et une seule matrice B triangulaire inférieure,
telle que A=BBt.

Factorisation A=LDLt : Crout
Théorème : Soit A une matrice SDP de dimension n. Il existe une et une seule matrice L triangulaire inférieure et
D diagonale positive, telles que A=LDLt.
Remarque : Crout a le même comportement numérique que Cholesky. Cependant, il est plus utilisé car
généralisable au cas complexe.

Soit A une matrice symétrique définie positive (quelconque ?).
L est une matrice triangulaire inférieure de dimension n dont la diagonale se compose de 1.
D est une matrice diagonale de dimension n.

L est en fait la matrice B pour laquelle les termes d'une colonne sont divisés par les coefficients bii. D est la
matrice dont les coefficients diagonaux sont les bii

²
.

Algorithme par ligne pour l’obtention de la factorisation

On écrit 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
1
0
001

, jil
L O  et

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nd

d
D O

1

.

Il s'agit de calculer les li,j et les di. On a jij

j

k
jkkikji dlldla += ∑

−

=

1

0
, .

On établit un algorithme par ligne :  Pour la 1ère ligne, on écrit 1,11 ad = . Supposons maintenant le calcul

effectué jusqu'à la ligne i-1 ; le calcul de la ligne i est donné par 

( )

j

j

k
jkkik

jiji d

ldl
al

∑
−

=−=

1

1
,,  pour 1−≤ ij  et

par ( )∑
−

=

−=
1

1

2
,

j

k
kikiii dlad . Ainsi une CNS pour cette factorisation est que les di ne soient pas nuls.

On donne l’algorithme correspondant :

Pour i de 1 à n  faire
    Début
    Pour j de 1 à i-1  faire

         ( ) j

j

k
jkkikjiji dldlal /:

1

1
,, ∑

−

=

−=  ;

        /*  1:, =iil  */

    ( )∑
−

=

−=
1

1

2
,:

j

k
kikiii dlad  ;

    Fin ;
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Remarque : L et D écrase la partie triangulaire inférieure de A.

On veut maintenant apporter une amélioration à cet algorithme en diminuant les nombres de calcul ; on
économise les produits kki dl ., , que l’on stocke pour un i fixé dans le vecteur C[k].

On donne l’algorithme modifié :

Pour i de 1 à n  faire
    Début
    Pour j de 1 à i-1  faire
        Début

        C[ j] := ∑
−

=

−
1

1
, ][.

j

k
jkji kCla  ;

        
j

ji d
jCl ][:, =  ;

        Fin ;

    ∑
−

=

−=
1

1
, ][.:

j

k
ikiii kClad  ;

    Fin ;

Algorithme par colonne pour l’obtention de la factorisation
Principe : On construit L et D, en procédant par décomposition successives. On réalise le découpage suivant :

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==

1
1

1

1

1
1

1

Bd
v

d
vd

AA

t

, avec v1 un vecteur colonne de dimension n-1, et B1 une matrice carré de dim

n-1.

On pose 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

−1
1

1

1

1

nId
v

O
L , 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
=

1

1

2

BO

Od
A , avec 

1

11
11

.
d
vvBB

t

−=′ .

Ainsi, on a : tLALAA 1211 == .  Puis, en réitérant n-1 fois, il vient : ( )
{

( )
43421

L
43421

L
tL

t
n

D
n

L

n LLALLAA 11111 −−== .

Le produit des matrices 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1

1

1

k

k

k

d
v

L
O

O

 donnent la matrice finale

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1

1
1

2

2

1

1 L

O

d
v

d
v

L .
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Ce qui correspond en effet à une factorisation de Crout, car la matrice ( )idD =  est bien diagonale et la matrice
L est bien triangulaire inférieure, par construction.

On donne l’algorithme de calcul de L et de D par colonne, qui procède en écrasant la partie triangulaire
inférieure de A, (les 1 de la diagonale de L ne sont pas stockés, car on préfère y stocker D) :

Début
Pour k de 1 à n-1  faire
    Pour j de k+1 à n  faire
        Début
        kkkj aad ,,:=  ;

        Pour i de j à n faire daaa kijiji .: ,,, −=  ;

        da kj =:,  ;
    Fin ;
Fin ;

La structure donnée d’implémentation serait un vecteur à une dimension stockant consécutivement les colonnes
de la partie triangulaire inférieure de A.

Remarque fondamentale : jia ,  est modifié par kia ,  et kja , .

Etude du remplissage lors de la factorisation de matrices SDP creuses
Considérons une matrice A symétrique creuse. On utilise une structure de donnée type profil, il est important de
savoir où se trouvent les termes à priori non nuls de L.
Une matrice est dite creuse si elle contient « un grand nombre » de termes nuls. Plus précisément, on considère
que la matrice est creuse à partir du moment, où son pourcentage de termes nuls permet un gain informatique par
rapport à un traitement classique qui la considérerait pleine.

Définitions :
- Un terme de remplissage apparaît en (i,j) au cours de la factorisation si et seulement si 0, =jia  et

0, ≠jil . On reformule le problème comme la conservation du creux initial de la matrice.

- li,j est logiquement non nul si 0 que  tel11,ou  0 ,,, ≠−≤≤∃≠ kjkiji lljkka . C’est à dire, à la kéme

itération ( )11 −≤≤ nk  un terme jia ,  de la matrice A qui est nul, devient non nul ssi

0et  0 ,, ≠≠ kikj aa  avec 1−≤ jk .  Preuve (algorithme par colonne): 
{ {

kk

kjki
jiji a

aa
aa

,

0

,,

0

,

0

,

.
:

48476 ≠

=≠

−= .

- Les li,j logiquement non nuls se trouvent à l'intérieur du profil de A.

Exemple de remplissage total : 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=→

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

xxxxx
xxxx

xxx
xx

x

E

xx
xx

xx
xx

x

E 21

000
00

0

Le coefficient (3,2) dépend uniquement des coefficients (3,1) et (2,1) qui sont non nuls, par conséquent le
coefficient (3,2) devient logiquement non nul : effet de remplissage. Ensuite, le coefficient (4,2) qui dépend des
coefficients (4,1) et (2,1) devient logiquement non nul. (…) Le coefficient (5,3) dépend des coefficients (5,k) et
(3,k) pour k variant de 1 à 3-1=2, etc.

Remarque : Ainsi, on voit que le phénomène dépend de l’ordre selon lequel on exécute les itérations, c’est à dire
de la numérotation des inconnues du système ! Si l’on permute les indices 5 et 1 dans l’exemple précédent, on
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obtient la matrice suivante : 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

xxxxx
x

x
x

x

E
000

00
0

3   qui ne produit pas de remplissage !

La question qui se pose maintenant est de savoir si l’on peut trouver une matrice de permutation P, telle que la
factorisation de la matrice PAPt crée le moins de remplissage possible ? Il n’existe pas de méthode exacte en
temps raisonnable et on va utiliser des méthodes approchées (heuristiques).

Caractérisation du remplissage par les graphes
On utilise un graphe afin de déterminer quels sont les termes logiquement non nuls qui vont apparaître au cours
du calcul.
Le graphe associé à une matrice A symétrique d'ordre n possède n sommets que sont les indices de 1 à n des
coefficients de la matrice. Un coefficient non nul est repéré dans le graphe par un arc entre les indices de ligne et
de colonne de ce coefficient.

Exemple : Graphe associé à la matrice E1 et à la permutation identité :

Considérons une permutation donnée telle que ( ) ixi =σ  et plaçons nous à la kéme itération :

- trouver le monotone adjacent de kx  qui est l’ensemble de tous les sommets liés à kx  avec un numéro plus

grand, ( ) ( ){ }possible arête unesoit  , que et tel , kjjk xxkjxxMadj >=
- rajouter une arête de remplissage pour tout couple de tels sommets non liés entre eux.
- On fait cela dans l’ordre des k croissants de 1 à n-1. A la fin, on obtient le graphe dit d’élimination.

Exemple :
- ( ) { }54321 ,,, xxxxxMadj =  remplissage total

- ( ) { }=2xMadj  pas de remplissage

- ( ) { }=3xMadj  pas de remplissage

- ( ) { }=4xMadj  pas de remplissage

Profil ligne
Considérons une matrice SDP A de dimension n.

Définition : Pour chaque ligne, on considère la colonne ic  correspondant au premier terme non nul sur la ligne.

La contribution de la ligne i au profil est { }ijcaP ijii ≤≤= ,,  qui sera effectivement stockée par ordre

croissant de colonne (soit 1+− ici  coefficients). Le profil ligne est l’union des Pi pour i variant de 1 à n. On a

besoin d’un vecteur de dimension n donnant pour tout i la valeur de ic .

La taille du profil est ∑
=

+−=
n

i
icim

1
1.

Propriété fondamentale : Le profil ligne se conserve par factorisation (statique). Le remplissage est inclus dans
le profil ligne. Par conséquent, on va chercher à trouver des numérotations qui tendent à minimiser la taille du
profil ligne.
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On adapte l’algorithme de factorisation : ( )
( )

j

j

cck
jkkikjiji dldlal

ji

/:
1

,max
,, ∑

−

=

−= , ainsi on diminue le volume de

calcul.

Optimisation du profil ligne

Critère approché : On va chercher une numérotation des sommets du graphe σG minimisant le profil A. Pour

cela, on cherche à diminuer la taille m. On utilise un critère local : à i fixé, on va essayer d’obtenir ic proche
autant que possible de i, ce qui va induire un tassement vers la diagonale.

Le problème en terme de numérotation sur σG  est le suivant : « numéroter ses voisins avec des numéros les plus
proches possibles de i ».

Numérotation en couches :
On partitionne l’ensemble des sommets du graphe par rapport à leur distance à un sommet de départ x. On
numérote continûment selon les couches et le plus grand écart varie comme un O(longueur d’une couche). Le
nombre de sommets étant fixé, on cherche le sommet x de départ de telle manière que le nombre de couche

( )xh  générés à partir de x soit maximum ; ceci aura tendance à minimiser la longueur des couches.

Exemple : prenons x = 1, on a h(x) = 1.

Algorithme :
- Choisir x quelconque
- Construire la structure en couche à partir de x
- Choisir un sommet y de la couche terminale ayant le moins de voisins et construire les couches à partir de ce

nouveau sommet, nécessairement ( ) ( )xhyh ≤
- Si h(x) > h(y) Alors réitérer, Sinon, on est dans le cas où h(x) = h(y), et y est le point de départ.

A partir de l’exemple précédent, on choisit y = 2 et on obtient h(y) = 2. En réitérant de nouveau, on obtiendra
pas mieux. Donc on déduit 2=x .

On applique le changement de numérotation :
Ancien numéro i 1 2 3 4 5
Nouveau numéro ( )iσ 2 1 3 4 5

Ce qui donne la transformation suivante : 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=→

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

xx
xx

xx
xx

x

E

xx
xx

xx
xx

x

E

000
00

0

000
00

0 41 .
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Limitation du remplissage
Théorème : CNS de création d’une arête de remplissage
Soit σG  le graphe numéroté associé à la matrice A.

Une arête de remplissage ( )ji xx ,  est créée si et seulement si :

- l’arête est déjà présente dans σG  ;

- il existe un chemin allant de ix  à jx  tel que les numéros intermédiaires soient plus petits que ceux des
extrémités.

Idée de numérotation : Pour mettre en défaut ce théorème, on utilise des séparateurs topologiques. Cette
méthode consiste à séparer deux sous-ensembles A et B par un ensemble C, appelé séparateur ; de sorte que tout
chemin allant d’un élément de A vers un élément de B passe au moins par un sommet de C. Si on numérote les
sommets de C avec des numéros plus grands que ceux affectés à A et B, alors il n’y aura pas d’arête de
remplissage créées entre les éléments de A et ceux de B.

 On applique ce principe de numérotation récursivement par bloc, jusqu’à tomber sur une grille qui n’est plus
séparable. Ce faisant on limite excellemment le remplissage, mais le profil risque d’être mauvais.

Remarque : Il faut une autre structure de donnée que celle du profil non adapté. Par ailleurs, il y a aussi une
indépendance des calculs exploitable sur une machine à architecture parallèle.

Exemple :
On reprend l’exemple précédent…

On effectue le changement de numérotation : 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=→

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

xxxxx
x

x
x

x

E

xx
xx

xx
xx

x

E
000

00
0

000
00

0 51  et

l’on peut vérifier que cette dernière matrice ne se remplie pas du tout !

Utilisation de la factorisation pour résoudre Ax=b

Il s’agit de résoudre bAx = en utilisant la factorisation de Cholesky - CROUT : bXALDLt = . On procède
en trois étapes.

- Descente : Posons  xDLy t= et  résolvons bLy = , dont la complexité est en 
2

2n
 (matrice triangulaire).

On écrit un algorithme utilisant un accès par ligne dans la matrice L.

11 : by =   ;

Pour i de 2 à n  faire ∑
−

=

−=
1

1
,

i

j
jjiii ylby  ;

-  Résolution du système diagonal : Posons xLz t= et résolvons yDz = (par n divisions).

BA

C

B
A

C
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Pour i de 1 à n faire
di
y

z i
i =  ;

- Montée : Résolvons finalement zxLt = , dont la complexité est en 
2

2n
.

On écrit un algorithme utilisant un accès par ligne dans Lt, ce qui revient à un accès par colonne dans L.

nn yx =:  ;

Pour i de n-1 à 1 faire ∑
+=

−=
n

ij
j

t
jiii xlzx

1
,:  ;

On veut exploiter la symétrie. On ne stocke que L et D ; et on ne stocke pas les 1 de la diagonale de L, qui sont
pris en compte directement dans le calcul.

Considérons le fait que l’on stocke les données en mémoire de façon mono-dimensionnelle. On va donc être
obligé de choisir une organisation ligne par ligne, ou colonne par colonne des données.
Si l’on choisit une organisation ligne par ligne, on s’aperçoit que l’algorithme de descente est bien adapté à la
structure de données par ligne, tandis que l’algorithme de montée, qui pratique un accès aux données par colonne
ne l’est pas. C’est pourquoi, il faut écrire un algorithme de montée accédant aux données par ligne et non plus
par colonne.

Pour i de 1 à n faire ii zx =:  ;
Pour i de n à 2 par pas de -1 faire

Pour j de i-1 à 1 par pas de -1 faire

ijijj xlxx ,: −=  ;
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Systèmes linéaires Ax=b : méthodes itératives

Principe

Méthode itératives classiques :

On cherche à obtenir une suite de vecteur ( )nnX convergeante vers bXA que  telleX = .

En posant NMA −=  où M est une matrice inversible, on propose la formule de récurrence
bNXMX nn +=+1  ou encore bMNXMX nn

11
1

−−
+ += . Si X  est solution du problème, il vient

que ( ) ( ) ( )0
1 XXNMXX n

n −×=− − .  ( )NMB 1−=  est appelée la matrice d'itération.

Ainsi pour que XXn → , il est nécessaire que ( ) 01 →− nNM .

Remarque : Le cadre normale de convergence des méthodes itératives classiques est : « A matrice symétrique
définie positive ».

Vitesse de convergence :

Théorème : ( ) ( ) 1 ssi 0 <→ BB n
n ρ .

Vitesse de convergence : Considérons la matrice d'itération B symétrique, alors ( )BB ρ=
2

 et l'on obtient

le résultat suivant : ( )
202

. xxBxx k
k −≤− ρ .

En conclusion, le rayon spectral de la matrice d'itération mesure la vitesse de convergence. La convergence est
d'autant plus rapide que le rayon spectral est plus petit. On admettra que ce résultat ce généralise aux matrices
quelconques.

Méthode Jacobi

Notation : 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

E
D

F
A

On pose FENet  DM avec +==−= NMA selon le schéma ci-dessus. Ce qui donne la formule de
récurrence suivante : ( ) bDXFEDX nn

11
1

−−
+ ++= .

Soit ( ) ni
i
kk xx ,1==  le vecteur itéré, on donne l’algorithme donnant 1+kx  en fonction de kx .

Pour i de 1 à n  faire

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

−
= ∑∑

+=

−

=
+ i

j
k

n

ij
ji

j
k

i

j
ji

ii

i
k bxaxa

a
x

1
,

1

1
,

,
1

1

Théorème :  Soit A une matrice symétrique, à diagonale strictement dominante, c'est à dire  ∑
≠

>
ji

jiii aa ,,

alors la méthode est convergente car ( )( ) 11 <+− FEDρ .

A priori, cette méthode converge pour une matrice A SDP.
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Méthode Gauss-Seidel
Boucle directe
On reprend le schéma de matrice précédent et on pose EDM −=  et FN = . La formule de récurrence
s'écrit : ( ) bFXXED nn +=− +1 .

On calcule i
kx 1+ , l'ième composante du vecteur 1+kX  : i

n

ij

j
kji

j
k

i

j
ji

i
kii bxaxaxa +−−= ∑∑

+=
+

−

=
+

1
,1

1

1
,1, .

On propose l’algorithme suivant :

Pour i de 1 à n  faire

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−= ∑∑

+=
+

−

=
+ i

n

ij

j
kji

j
k

i

j
ji

ii

i
k bxaxa

a
x

1
,1

1

1
,

,
1

1

On procède par écrasement du vecteur kX  :
{

t

j
k

i
k

j
k njixxijx ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤≤+−≤≤ ++ 1,11,

coursen   calcul
1

calculés déjà

1 44 344 21
.

Boucle rétrograde
Cette fois, on pose FDM −=  et EN = .
On propose l’algorithme suivant :

Pour i de n  à 1  faire

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−= ∑∑

+=
+

−

=
+ i

n

ij

j
kji

j
k

i

j
ji

ii

i
k bxaxa

a
x

1
1,

1

1
,

,
1

1

Conclusion
Théorème : Soit A une matrice symétrique définie positive, alors la méthode est convergente
car ( )( ) 11 <− − FEDρ .

Comparaison : Si A est SDP les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent, et Gauss-Seidel converge
plus vite que Jacobi car ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) EFDFEDLFEDJLJ 11

1
12 ou  et   avec −−− −−=+== ρρ .

Méthode de relaxation

Pour cette méthode, on pose E
w
DM −=  et FD

w
wAMN +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−=
1

, avec 0≠w . On donne la

matrice d’itération : ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−

FD
w

wE
w
DLw

11

. Ainsi pour 1=w , on se ramène à la méthode de

Gauss-Seidel.

Théorème : Soit A une matrice SDP. Il y a convergence si et seulement si ( ) 1<wLρ . On démontre que ceci est

vrai si et seulement si ] [2,0∈w .

Remarque :
- 1=w  : Gauss-Seidel
- 1<w  : Sous-relaxation
- 1>w  : Sur-relaxation
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Boucle directe

On veut calculer i
kx 1+  : i

i
kii

n

ij

j
kji

j
k

i

j
ji

i
k

ii bxa
w

xaxax
w

a
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−= ∑∑

+=
+

−

=
+ ,

1
,1

1

1
,1

, 11
.  Comme dans Gauss-

Seidel, on note que l'algorithme procède par écrasement.

Pour i de 1 à n  faire

    ( ) i
ii

n

ij

j
kji

j
k

i

j
ji

ii

i
k

i
k b

a
wxaxa

a
wxwx

,1
,1

1

1
,

,
1 1 +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−= ∑∑

+=
+

−

=
+

Choix de w :

Soit A une matrice symétrique définie positive, et tridiagonale par blocs  :

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

O

O

A .

On cherche un w optimal, c'est à dire qui rend ( )NM 1−ρ  minimum. On établit dans le cas des matrices

tridiagonales :
( )2

111

2

L
woptimal

ρ−+
=  et ( ) 1−= optimalw wL

optimal
ρ .

Note : On utilise aussi cette méthode de façon heuristique pour des matrices qui ne sont pas tridiagonale.

Dichotomie : Si l’on cherche optimalw  par dichotomie, l’expérience montre qu’il faut obligatoirement procédé

par valeurs supérieures (la fonction ( )wLw ρa  possède pour optimalww >  une pente de 1).

Évaluation du rayon spectral de L :

On écrit les itérés de Gauss-Seidel : 
⎩
⎨
⎧

+=
+=

−

+

cxLx
cxLx

kk

kk

11

11

.
.

  d’où ( )111 . −+ −=− kkkk xxLxx . On utilise la

méthode de la puissance itérée et on déduit : ( )
1

1
1 lim

−

+

∞→ −

−
=

kk

kk

k xx
xx

Lρ . En pratique, on fait l’approximation

pour des itérés dont l’écart a diminué de manière significative.

Schéma d’implémentation :
- Soit x0 donné
- On réalise p itérations avec Gauss-Seidel, on obtient la suite des itérées jusqu’à xp à partir de laquelle on

évalue de manière approchée ( )1Lρ  et optimalw .

- Puis on applique la méthode de relaxation avec optimalww = .
- On s’arrête lorsque l’on a atteint la précision désirée.

Remarque : Toute la difficulté réside dans la choix de p. Il faut que le nombre total d’itérations soit n<<  pour
être compétitif avec Cholesky. Le choix de p se fait au cas par cas.
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Méthodes du gradient1

Principe : méthode de la plus grande descente
Soit A une matrice symétrique définie positive.
Théorème : Soit ( ) XbXAXXJ ,2, −= . Alors X est solution de bAX = , si et seulement si X  réalise
le minimum de J.

En dimension 1, ( ) bxaxxJaA −== 2et  (équation de parabole) ; d'où le minimum de J  est 
a
b

, ce qui

correspond bien à la solution de l'équation linéaire bax = .

Formule de récurrence : Prenons un X0 quelconque, et supposons que  nous ayons obtenu par itération Xk.
Considérons la courbe de niveau k ( ) ( ){ }kXJXJX = que  tel , pour calculer Xk+1, on se déplace du point Xk,

appartenant là a courbe de niveau k, dans la direction de son gradient : bAXgradg kk −==
2
1

. On donne

ainsi la formule de récurrence : kkkk gXX θ−=+1 . Il reste maintenant  à choisir la valeur de kθ , de sorte que

J soit le plus petit possible. On montre que  ( ) ( )kkkkkkkk XJgggAgXJ +−=+ ,2,2
1 θθ , donc il faut

prendre 
kk

kk
k gAg

gg
,

,
=θ .

On résume le passage de  Xk à Xk+1 :
- bAXg kk −=

- 
kk

kk
k gAg

gg
,

,
=θ

- kkkk gXX θ−=+1

Algorithme du gradient conjugué

Dans cette méthode, on va utiliser un ensemble de directions conjugués. kg  est la meilleure direction locale,
mais pas à long terme, sinon l'algorithme convergerait d'un coup! D'où l'idée, d'apporter une correction pour le
choix de la direction.

On pose kkkk dXX α+=+1 avec 11 −−+−= kkkk dgd β . En résolvant le système obtenu, par annulation des

dérivées partielles pour la fonction J (qui doit être minimum), on calcule les valeurs des coefficients 1et  −kk βα .

On va maintenant résumer la méthode :
- Initialisation : 0X  quelconque, bAXg −= 00 , et 00 gd −= .

- Passage de l'indice k à l'indice k+1 : On suppose que l'on connaît kkk gdX et  , , . On calcule

kk

kk
k dAd

gg
,

,
=α , d'où kkkk dXX α+=+1 .

                                                          
1 Cette partie a été rédigée en privilégiant les notes de cours plutôt que celle de TD, où les notations et les
méthodes diffèrent sur quelques points.
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- On prépare la suite en calculant : bAXAdgg kkkkk −+= ++ 11 ou   α  ; 
kk

kk
k gg

gg
,
, 11 ++=β  et

kkkk dgd β+−= ++ 11 .

Remarque  : On démontre que la correction apportée dans cette méthode est optimale.

Formule par récurrence : On démontre après coup que cette méthode donne la solution de l'équation linéaire au
bout de N itérations ! Par conséquent, on pourrait la considérer comme une méthode directe, mais on préfère la
prendre comme une méthode itérative, et s'arrêter pour Nk ≤ quand la précision est satisfaisante.

Préconditionnement :
Convergence de la formule :

On établit que : 
( )
( ) A

k

Ak XX
ACond
ACondXX −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

≤− 01
1

. Notons que plus Cond(A) est petit, plus la

convergence est rapide. En particulier, si ( ) 1=ACond , alors on converge d'un coup, c'est à dire X0 est déjà

solution ! Rappelons : ( ) 1≥ACond . Ici, on voit que la vitesse de convergence va dépendre de la matrice A, et
plus particulièrement de son conditionnement. On va alors introduire la notion de préconditionnement.

Transformation :
On cherche à résoudre un autre système bYA ~~

= ayant même solution, mais pour lequel la matrice A~  possède
un meilleur conditionnement.
On considère tEEC .= . On pose tEAEA −−= ..~ 1  et bEb 1~ −= . Ainsi bYAbAX ~~

=⇔= pour

XEY t= .
Remaque : Les algorithmes passant par l'intermédiaire de Y sont dits non transformés. Lorsque Y n'apparaît plus
dans le calcul l'algorithme est dit transformé.

Algorithme du gradient préconditionné transformé :
Prenons un X0 quelconque, et supposons que  nous ayons obtenu par itération Xk. On pose bAXg kk −= et

kk gCh 1−= , ce qui revient à résoudre kk gCh = . Résolution d'un système linéaire ! Certes. Mais simple,
puisqu'on a supposé auparavant, que l'on avait une factorisation de Cholesky de la matrice C, c'est à dire

tEEC .= (algorithme de complexité n²). Ensuite, on calcule
kk

kk
k hAh

hg
,

,~
=θ . Et on passe de Xk à Xk+1 en

faisant kkkk hXX θ~1 −=+ .

Ainsi, on obtient le résultat fondamental suivant
( )
( ) A

k

Ak XX
ACond
ACondXX −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

≤− 01~
1~

. Il faut à présent

travailler pour que le conditionnement de Ã soit meilleur que celui de A. Or, nous avons posé tAEEA 1~ −= ,
par où nous pouvons déduire que ( ) ( )ACCondACond 1~ −= , car ces deux matrices ont les mêmes valeurs
propres.

Choix de C (méthode heuristique) :
- Factorisation incomplète de Cholesky : Lorsque l'on pose tBBA = , il peut sur venir un phénomène de

remplissage ! D'où l'idée de réaliser une factorisation incomplète REEA t += . On ne calcule dans la
matrice E que les 0 que  tels ,, ≠jiji al , pour lesquels donc on évite le phénomène de remplissage.

Si l'on pose ABBC t == , on obtient un conditionnement de 1 (le meilleur) car IdAC =−1 ; cependant il
peut se produire un phénomène de remplissage peut souhaitable. Et si l'on pose IdC = , le conditionnement
n'est pas amélioré par rapport à celui de A.
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On va alors prendre tEEC =  (factorisation incomplète de Cholesky), ce qui correspond à un compromis
entre le choix d'un bon conditionnement pour Ã et la disparition du phénomène de remplissage.

- Factorisation incomplète de Crout: On peut tout aussi bien utiliser Crout (qui est la méthode proposée en
TD). Dans ce cas, RLDLA t −=  et on prend tLDLC = .
Voici deux conditions suffisantes chaques à l’existence : A est une matrice SDP à diagonale dominante, ou
A est une matrice SDP avec jia ji ≠≤ pour  0, .

Algorithme du gradient conjugué préconditionné transformé

- Factorisation incomplète de Cholesky : REEA t +=  ; on pose tEEC =
-  Au départ : On dispose d'un 0X  quelconque, de bAXg −= 00 , de 0

1
0 gCh −=  et de  00 hd −= .

- Passage de l'indice k à l'indice k+1 : On suppose que l'on connaît kkkk hgdX et   , , .

On calcule : 
kk

kk
k dAd

gg
,

,
=α et kkkk dXX α+=+1 .

- On prépare la suite en calculant :
- bAXAdgg kkkkk −=+= ++ 11 ou  α
- 1

1
1 +

−
+ = kk gCh  (simple à résoudre car factorisation de Cholesky ou de Crout)

- kkkk dhd β+−= ++ 11

Tests d'arrêts pour les méthodes itératives
On se donne une précision 0>ε . On voudrait que l'algorithme se termine une fois la précision atteinte, c'est à

dire ε≤− XX n . Cependant, on ne connaît pas X ! On utilise par conséquent le test

suivant ε21 ≤−+ nn XX , dont on considère en pratique qu'il est équivalent au premier, même si cela n'est
qu'à demi vrai en théorie (la réciproque est fausse). Il peut y avoir de rare cas où l'algorithme s'arrête, alors que
l'on est loin de la solution !!! Mais faute de mieux…
Finalement, on prend comme test d'arrêt : ε≤−+ nn XX 1  et /ou ε≤=− nnn gXAX .

Remarque : La méthode du gradient conjugué préconditionné est plus performant en nombre d’itération que la
méthode de relaxation avec optimalw .
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Problèmes au moindres carrés (linéaire)
Régression linéaire

Etant donné une série de M points ( )ii yx , , on cherche une relation de la forme baxy ii +≅ . On cherche a et

b qui minimise l'erreur ∑=
M

ieerreur 22
avec ( )baxye iii +−= .

Cas général

On étudie un cas plus général ( ) ( )∑≅
N

ijji txtf φ. , avec N inconnues jx . On a M équations avec NM >> .

On pose ( )( )
NMij tA

×
= φ  et ( )( )Mitfb = . L'erreur est bAx − . On cherche les jx  qui minimise cette

erreur ∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−

Mi Nj
ijij bxabAx

K K1

2

1

2

2
.

Méthode des équations normales

Théorème
Le vecteur x  réalise le minimum de 

2
bAx −  si et seulement si x  est solution de ( ) bAxAA tt =  (équation

normale). Il existe toujours au moins une solution. La solution est unique si et seulement si le rang de A est N.

Défauts numériques
On appliquera la méthode des équations normales pour un nombre faible d'inconnues 2, 3, 4 ou 5. Un premier
défaut est l'imprécision du calcul engendré par le produit matriciel AAt . Par ailleurs, si la matrice A est creuse,

AAt  peut très bien ne pas l'être…

Méthode de la factorisation QR (rectangulaire)

Définition (M > N)

NNMMNM RQA ××× = , avec Q une matrice orthogonale et ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ×

O
RR NN

, avec R  une matrice triangulaire

supérieure.

Théorème : minimiser 
2

bAx −  pour N supérieur à 3 ou 4

Soit 
M

t

c
c

bQ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1  avec 1c  de dimension N. Le vecteur x  minimise 
2

bAx −  si et seulement si x  est

solution de 1cxR = .
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Obtention de la factorisation A = QR par Householder

Définition des matrices de Householder
Soit u un vecteur unitaire ( )1

2
=u  de dimension m. On définit la matrice de Householder de dimensio mm ×

t
mu uuIdH .2−= . uH  est symétrique et orthogonale ( )1

2
=uH . On note également 

β

t

mu
vvIdH .

−=

en posant uv .2β= .

Propriété fondamentale des matrices de Householder

Soit a un vecteur de dimension m, non nul. Il existe H, une matrice de Householder, telle que 
mO

aH ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=×

α

avec α  un réel.

Preuve :

- 
2

2
2 a=α

- On choisit le signe de α : le signe opposé à a1.
- On pose 0. 1

2 >−= aααβ .

- On choisit 
mia

a
v ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

α1 .

Principe de l'algorithme de factorisation
On veut obtenir la matrice NMR ×  à partir de la matrice 0AA = . On procède colonne par colonne.

On rappelle la géométrie de 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

O

x

R

0

0 2

1

M

O

α
α

.

- Occupons nous de la première colonne de 0A . Il existe une matrice de Householder 1H  de dimension m

telle que 101 AAH =×  , où la première colonne de 1A  est 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0

0
1

M

α

.
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- On s'intéresse maintenant à la 2ème colonne. Il existe une matrice de Householder 2
~H  de dimension m-1

telle que 212 AAH =×  , avec ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
2 ~0

01
H

H . Ainsi la première colonne de 2A  reste inchangée par

rapport à 1A  et l'on a fabriqué la deuxième colonne 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0

0
2

M

α
x

.

- Il vient K=××=×== 221110 AHHAHAA   On itère la méthode N fois et il l'on obtient la

factorisation ( ) nn AHHA L1=  avec nHHQ L1=  et nAR = .

Obtention de 1cbQt =  au cours de l'algorithme de factorisation

En vérité, on peut habilement intégrer le calcul de bQt  à l'algorithme précédent. Cela est simple, il suffit de

rajouter une N+1 colonne à la matrice initiale, ( )bAA =0 . Ainsi après N itérations, on obtiendra le résultat

bQt  toujours dans la même colonne.

Obtention de la factorisation A = QR par Givens
(…)

Résolution des équations non linéaires
Méthode de dichotomie

Considérons une fonction f en dimension 1. On isole une racine unique dans un intervalle [ ]ba, . On divise
l'intervalle en deux à chaque étape, on identifie le sous - intervalle contenant la racine en comparant le signe du

milieu ( )mf avec ( )af . Et on réitère. La précision obtenue au bout de k itérations est k

ab
2
−

. La méthode de

la dichotomie est robuste, mais n'est pas généralisable à la dimension n.

Généralités

Méthode convergente, d'ordre p

Une méthode itérative est convergente : XX n → solution, si 
p

nn XXCXXpC −≤−∃ −1/, . On dit

que la méthode est dite d'ordre p.

Théorème du point fixe
Soit φ  k-lipschitzienne contractante : ( ) ( ) 1212 yykyy −≤−φφ  avec 1<k . Soit 0X  et

( )nn XX φ=+1 . Alors on a XX n →  tel que ( )XX φ= .

Pour appliquer ce théorème, il suffit de vérifier qu'il existe une boule ( )XXXB −0,  sur laquelle, on a la

propriété ( ) ( ) 1212 yykyy −≤−φφ  avec 10 << k . L'inégalité des accroissement finis nous donne

( ) ( )
j

i

jicc x
c

ck
∂

∂
=′=

φ
φ

,,
supsup .
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Méthode d'itérations successives pour résoudre ( ) 0=XF

Posons ( ) ( )XFXX −=φ . Si X  est point fixe de φ alors X  est solution de ( ) 0=XF . On définit alors la

récurrence suivante : ( )nnn XFXX −=+1 .

Méthode de Newton - tangente

En dimension 1 pour des réels, 
( )
( )n

n
nn xf

xf
xx

′
−=+1 . La méthode de la tangente est d'ordre 2. Inconvénient, si

on part d'une certaine boule , la méthode converge, sinon l'algorithme peut osciller et ne pas converger ! Cette
méthode se généralise à la dimension n. Pour des  complexes, on peut employer deux fois cette méthode.

Méthode de Newton - Raphson

En dimension n, nnn XX ∆−=+1  où ( )( ) ( )nnn XFXFJ =∆×  avec ( )( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=
j

ni
n x

XF
XFJ

(matrice jacobienne). ( )( )nXFJ  est inversible et permet le calcul de n∆  à chaque itération. Si on part d'une
certaine boule au voisinage de la solution, la méthode est convergente d'ordre 2. Si on fait un choix au hasard
pour 0X , il faut prévoir un test d'arrêt au bout de 100 itérations par exemple pour éviter le cas d'oscillations ! La
complexité globale est en n3.

Variante si m grand
La complexité globale passe en n2 après la première utilisation… Factorisation PA=LU…

Méthode de Bairstow dans le cas des polynômes

On cherche à résoudre ( ) 0=xP , avec ( ) 0
1

1 axaxxP n
n

n +++= −
− K .

Méthode
On cherche αβ ++ xx 2  qui divise P. On a ( ) ( ) ( ) ( )01

2 rxrxQxxxP ++++= αβ  (division euclidienne).

Pour déterminer les coefficients α et β, on cherche une racine de l'application ( ) ( )10 ,,: rrF aβα .

On veut appliquer la méthode de Newton - Raphston en dimension 2. Il faut d'abord calculer la matrice
jacobienne J : on établit des formules par récurrence assez complexes… Puis, on applique effectivement la
méthode de Newton - Raphston, à partir de ( )00 , βα , qui donne ( )βα ,  (sous réserve que l'on se trouve
initialement dans une boule suffisamment proche de la solution pour que la méthode soit effectivement
convergente).

Finalement, le polynôme αβ ++= xxA 2
1  fournit deux racines de P. On réitère la méthode sur 1Q  tel que

11QAP = . Cependant, les itérations successives entraînent une perte progressive de la précision.

Variante
Pour ne pas choisir ( )00 , βα  complètement au hasard, une méthode consiste à sélectionner une centaine de
couples et à choisir, pour débuter l'algorithme, celui qui rend le polynôme minimum.

Amélioration de la précision
La racine obtenue étant assez proche de la racine réelle, on effectue la méthode de la tangente pour améliorer la
précision. Tous les 4 ou 5 coups, on améliore la précision avec la précision avec la méthode de la tangente. Cette
dernière méthode ne s'applique qu'aux racines réelles (on applique deux fois la méthode pour les racines
complexes).
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Méthode de Bernouilli pour le calcul de la racine dominante si elle est unique
???

Valeurs propres et vecteurs propres
Conditionnement

Théorème
Si A est diagonalisable en APPD 1−=  avec P la matrice de passage. Pour tout Aδ , pour toute valeur propre λ
de AA δ+ , il existe une valeur propre λ' de A telle que ( ) APCond δλλ ≤− . Le meilleur cas possible est
A symétrique, la matrice de passage est orthogonale et son conditionnement égale à 1.

Bissection de Givens - Householder

Méthode
1. Chercher une matrice tridiagonale semblable à A ayant même valeur propre.
2. Chercher ces valeurs propres.

Tridiagonalisation
Cet algorithme utilise des matrices de Householder. On procède bloc par bloc, en dimension décroissante.
- AA =1

- 1ère étape : 1
1112

−××= HAHA  avec ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== −

1

1
11 ~

1
HO
O

HH   et 1
~H  la matrice de Householder. On

découpe 1A  en bloc selon le schéma : ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2221

1211

AA
Aa

. Par la suite, 
( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

1221211

12111
2 ~~~

~

HAHAH
AHaA

t

. On sait

trouver 1
~H  tel que ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

O
AH 1

211
~ α

 avec α un réel. Voilà ce qui en définitive va rendre la matrice

tridiagonale.
- On applique la même méthode que précédemment avec une dimension en moins…
- On réitère la méthode n fois en totalité. Finalement, on obtient ( ) ( ) 1

11
−××= nnn HHAHHA KK  où

nA  est une matrice tridiagonale semblable à A.

Optimisation des calculs
On intègre le calcul de α dans la méthode et on optimise le produit des 3 matrices.
- ( ) 211,21 . AaSigne−=α

- 01,21
2

1 >−= aααβ

- ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

O
AV 1

21

α

- VAW 22
1
β

=

- WV t

β
λ

2
1

=

- VWZ λ−=
- K=tVZ  et K=tZV
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- ( )tt ZVVZAHAH +−= 221221
~~

Méthode de recherche des valeurs propres
A partir de la matrice tridiagonale M, on va construire le polynôme caractéristique dont les racines sont
précisément les valeurs propres.

Soit bi les coefficients diagonaux, et ci les coefficients sous-diagonaux. On a ( ) 10 =λP , ( ) λλ −= 11 bP  et

pour tout ni ≤ , ( ) ( ) ( ) ( )λλλλ 2
2

11 −−− −−= iiiii PcPbP . Attention au cas particulier où un ci est nul ! Il faut
distinguer deux polynômes caractéristiques.

1. iP  est le polynôme caractéristique de Mi où Mi est la sous-matrice de dimension i extraite de M de telle sorte
que Mn = M.

2. Le coefficient dominant de Pi est ( ) ii λ1− .

3. Si ( ) 00 =λiP  alors ( )01 λ+iP  et ( )01 λ−iP  sont de signe opposé.
4. Pi a exactement i racines réelles distinctes qui séparent les i+1 racines de Pi+1.

Bissection de Givens
Soit µ un réel. Soit ( ) ( )( ) ( )( ){ }µµµ iPsignePsigneiE K1,, += . On définit ( )µ,iN  le nombre de

changement de signe dans ( )µ,iE . Alors ( )µ,iN  représente le nombre de racines de Pi qui sont inférieures et
distinctes de µ.

On ordonne les λi de manière croissante : nλλ <<L1 . Considérons un intervalle [ ]00 ,ba  contenant λi. Soit

2
00 ba +

=µ  (bissection). On calcule ( )µ,nN . Si ( ) inN >µ, , alors [ ]µλ ,0ai ∈  sinon [ ]0,bi µλ ∈ . On

réitère…

Une variante pour éviter les overflows
(…)

Méthode de la puissance itérée
Soit A une matrice quelconque, éventuellement à coefficient complexe.

Théorème
Soit A diagonalisable dont la valeur propre λ1 (de plus grand module) est unique. Soit 0q  un vecteur non

orthogonal au sous-espace propre à gauche2 associé à λ, tel que 10 =q . On suppose nn Aqx =+1 ,

1

1
1

+

+
+ =

n

n
n x

xq . Alors, on a : 1
1

1 uqk

k

→⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

λ
λ

 le vecteur propre associé à λ1 et 
( )

( ) 1
1 λ→+

jq
jx

k

k  pour tout j tel

que ( ) 0≠jqk .

En pratique !
- En pratique l'hypothèse " 0q  un vecteur non orthogonal au sous-espace propre à gauche3 associé à λ" n'est

pas nécessaire, car le phénomène d'arrondi permet de s'éloigner du cas orthogonal !

                                                          
2 vecteur propre à gauche pour λ si vvA λ=*

3 vecteur propre à gauche pour λ si vvA λ=*
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- Si A n'est pas diagonalisable, la méthode fonctionne encore, mais la convergence est plus lente.
- En pratique, on choisit la norme infinie, et ( )1,,10 K=q .

Méthode de la déflation

On suppose maintenant que l'on connaît λ1 et u1, avec nλλ >>L1  et la base de vecteur propre ( )nuu ,,1 L .

On cherche  λ2 et u2.
On suppose *AA =  (A symétrique ?). Le principe est simple, on forme la matrice B tel que *

111 uuAB λ−= .
Cette matrice possède les mêmes valeurs propres, les mêmes vecteurs propres, sauf λ1 et u1. Par conséquent, si
l'on applique la méthode de la puissance itérée, on va obtenir λ2 et u2.

En pratique, on ne calcule pas B… La seule différence avec la méthode de la puissance itérée est dans la formule
( )11 uqAx kkk α−=+ . (Phénomène d'arrondi compensatoire inverse…)

Cette méthode permet en réitérant de trouver λ3, λ4 mais pas au delà, car il y a répercussion des erreurs d'arrondi.

Méthode de la puissance itérée inverse

Cette méthode permet de calculer la plus petite valeur propre λn et son vecteur propre un. On prend 1−= AB  et

on applique la méthode de la puissance itérée à B, ce qui donne nu et 
nλ

1
.

Pour trouver la valeur propre la plus proche de µ, on applique la méthode de la puissance itérée à
IdAB .µ−= , ce qui donne ku et µλ −k .

Approximation polynomiale & Intégration numérique

Approximations polynomiales

Polynômes orthogonaux

Soit ( ) ( ) ( )∫=
b

a

dxxWxQxPQP,  avec ( ) 0≥xW  un poids. Considérons nPPP ,,, 10 L  avec Pi un

polynôme de degrés i. Alors 0, =ji PP  pour ji ≠ .

Legendre

- [ ]1,1− , ( ) 1=xW , ( ) ( )∫
−

=
1

1

, dxxQxPQP .

- 10 =P , ( ) xxP =1 , ( ) ( ) ( )xP
n

nxxP
n

nxP nnn 21
112

−−
−

−
−

= .

- 
12

22

+
=

n
Pn .

Laguerre

- [ [+∞,0 , ( ) xexW −= , ( ) ( )∫
+∞

−=
0

, dxexQxPQP x .

- 10 =L , ( ) 11 +−= xxL , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xLnxLxnxL nnn 2
2

1 112 −− −−−−=

- ( )22 !nPn = .
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Hermite

- ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= dxexQxPQP x2

, .

- 10 =H , ( ) xxH 21 = , ( ) ( ) ( ) ( )xHnxxPxH nnn 21 122 −− −−= .

- π!22 nP n
n = .

Tchebychev

- 
( ) ( )

∫
+∞

∞− −
= dx

x
xQxPQP
21

, .

- 10 =T , ( ) xxT =1 , ( ) ( ) ( )xTxxTxT nnn 212 −− −= .

- formule explicite : ( )
( )( )

( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

≤
=

−

−

1,

1,coscos
1

1

xxnchch

xxn
xTn . nT  a n zéros, [ ]1,1

2
.12cos −∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
π

n
kxk

pour nk ≤≤1  et n+1 extrema sur [ ]1,1.1cos −∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=′
n

kxk .

- π=2
0P , 

2
2 π

=nP .

Théorèmes

- Soit ( ){ }1deg/ === nn aetnPPE . Alors 
[ ]

( )
[ ]

( )xP
xT

EP n
n

n
1,1

1
1,1

sup
2

sup,
−

−
−

≤∈∀ .

- Soit ( ) ( ){ }βα === PetnPPFn deg/  avec [ ]1,1−∉α  et β fixé. Alors ,nFP ∈∀

[ ]

( )
( ) [ ]

( )xP
T

xT

n

n

1,11,1
supsup
−−

≤
α

β
.

- Soit ( ) ( ){ }βα === PetnPPGn deg/  avec [ ]ba,∉α  et β fixé. Alors ,nGP ∈∀

[ ] [ ]
( )xP

ba
baT

ba
xbaT

ba
n

n

ba ,,
sup

2

2.
sup ≤

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−+

α

β
.

Algorithme de Remes

Soient un intervalle [ ]ba, , et un fonction [ ]( )RbaCf ,,∈ . 
[ ]

( )xff
ba,

sup=
∞

. On cherche un polynôme P

de degrés inférieur ou égal à n tel que 
∞∞

−≤− fQfP  pour tout polynôme Q de degrés inférieur ou égal
à n.

Théorème
On considère 110 +<<< nxxx L  n+2 points de [ ]ba, .

1. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )001,deg/! xPxfxPxfietnPP i
ii −−=−∀≤∃  (equioscillations)

2. ( ) ( ) ( ) ( )iiniiini
xQxfxPxf −≤−

+≤≤+≤≤ 1010
maxmax  pour tout Q tel que ( ) nQ ≤deg , c'est-à-dire que P est la

meilleure approximation pour les points ix , mais pas meilleure approximation uniforme.
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Corollaire
Posons ( ) ( ) ixPxf ii ∀−= ,α . Si 

∞
−= Pfα  alors 

∞∞
−≤− QfPf  pour tout polynôme Q de

degrés n. P est la meilleure approximation uniforme sur [ ]ba, .

Algorithme
Du point de vue informatique, on se donne une tolérance 0>ε , d'où si εα ≤−−

∞
Pf , alors pour tout

polynôme Q de degrés n ε+−≤−
∞∞

QfPf …
1. Choisir n+2 points.
2. Si condition vrai, alors fin.
3. Sinon, échange : on introduit y en respectant le principe d'oscillation… ???
4. On recommence avec la nouvelle famille de points.

On démontre que l'algorithme converge.

Approximation par interpolation

Considérons n+1 points nxxx <<< L10 . Soit P un polynôme de degrés n tel que ( ) ( )ii xfxP = . Un tel

polynôme existe et on démontre qu'il est unique. On définit ( ) ∏
≠
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

=
n

jk
k kj

k
j xx

xx
xW

0

 un polynôme de degrés n.

On a ( )
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
jisi
jisi

xW ij 0
1

. Alors ( ) ( ) ( )∑
=

=
n

j
jj xWxfxP

0
.

Formule de Gregory - Newton
Soit h le pas. khxxk += 0 . On définit ( ) ( ) ( )xfhxfxf −+=∆′ , ( ) ( )xfxf ∆′∆′=∆2 ,… On commence

par calculer les ( )0xfi∆  pour ni ≤≤0 . La formule de Gregory - Newton définit le polynôme P de degrés n

( ) ( ) ( ) ( )000 1
xf

n
u

xf
u

xfxP n∆⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++∆′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= K  avec 

h
xx

u 0−
=  et ( ) ( )11

!
1

+−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
iuuu

ii
u

L .

Remarquons que si kuxx k == , et i
kC

i
u

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. On estime l'erreur ( ) ( ) ( ) 1

1

14 +

+

+
≤− n

n

M
n
hxPxf  avec

( ) ( )
∞

+
+ = xfM n

n
1

1 . nP  ne converge pas vers f à cause des nM . Aussi pour avoir la convergence uniforme

sur [ ]ba, , on réalise l'interpolation sur N sous-segments de longueur 
N

ab −
 avec 5 ou 6 points (en pratique).

Intégration numérique

Si nP  converge uniformément vers f sur [ ]ba, , alors ∫
b

a nP  tend vers ∫=
a

b
fI . On partage l'intervalle [ ]ba,

en N sous-segments [ ]1, +ii xx de longueur 
N

abh −
= , avec ax =0  et bxN = .

Stabilité
Les formules sont de la forme ( )∑

i
ii xfa  avec nécessairement aba

i
i −=∑ .
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La méthode est stable si pour tout h, il existe A tel que ( ) ( ) εε Axfaxfa
i

iii
i

ii <+− ∑∑ , avec

i
i

εε sup= .

Théorème : Si 0≥ia  alors la formule est stable.

Formule des rectangles

Sur chaque sous-segment [ ]1, +ii xx , on approche f  avec un polynôme de degrés 0, c'est-à-dire par une constante

égale à la valeur milieu. Donc ∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

N

i
ih

hxfhR
0 2

. On estime l'erreur 
( ) 2

224
hMabRI h

−
≤− . Cette

méthode est d'ordre 2, et non d'ordre 1 comme on le croit souvent !

Formule des trapèzes

Les polynômes qui interpolent sont de degrès 1, ce sont des droites. 
( ) ( ) ( )⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= ∑

−

=

1

1

0

22

N

i
i

N
h xf

xfxf
hT .

On estime l'erreur 
( ) 2

212
hMabTI h

−
≤− . Cette méthode est d'ordre 2 et n'est pas meilleur que celle des

rectangles (sinon moins bonne).

Formule de Simpson

( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++= ∑

−

=

1

0
0 2

42
6

N

i
iiNh

hxfxfxfxfhS . La méthode est d'ordre 4.

Spline

Théorème
Soi 1≥k . Il existe une et une seule fonction Γ  sur [ ]Nxx ,1  tel que ( ) ii yx =Γ . Sur chaque segment

[ ]1, +ii xx , Γ  est un polynôme de degrés 2k-1 avec ( ) ( )i
k x22 −Γ  qui existe et ( ) ( ) ( ) ( ) 022

1
22 =Γ=Γ −−

N
kk xx ,

de telle sorte donc que Γ  soit de classe 2k-2 sur [ ]Nxx ,1 .

Spline cubique (k = 2)
(…)

Équations différentielles
Généralités

Problème de Cauchy
Soit [ ] MM RRaxxf →×+00 ,: , continue, telle que ( ) ( )yxfyx ,, a . Etant donnée une condition initiale

0y , on cherche [ ] MRaxxy →+00 ,:  de classe C1 telle que 
( ) ( )( )

( )⎩
⎨
⎧

=
=′

00

,
yxy

xyxfxy
, problème de Cauchy

dimension M et d'ordre 1.
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Le problème de Cauchy de dimension M et d'ordre P : 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′=′=

′=
−−

−

1
00

1
0000

1

,,,
,,,,

PP

PP

yxyyxyyxy
yyyxgxy
L

L
.

On se ramène au problème de Cauchy d'ordre 1 en posant 

( ) ⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
′

=

−1Py

y
y

z
M

, de dimension PM .

Théorème (K - lipschitzienne)
Si il existe K tel que ( ) ( ) 212121 ,,,,, yyKyxfyxfyyx −≤−∀ , alors le problème de Cauchy d'ordre 1
possède une solution unique.

Méthode de résolution numérique
On se place dans le cadre de ce théorème, et l'on cherche à calculer une solution. On divise l'intervalle

[ ]axx +00 ,  en N de telle sorte que axxN += 0  ; nhxxn += 0  avec le pas 
N
ah = .  On voudrait que les

ny  soient proches de ( )nxy . La formule générale employée pour la résolution numérique des équations

différentielles est 
( )

⎩
⎨
⎧ Φ+=+

0

1 ,,
y

hyxhyy nnnn .

Stabilité

On introduit une perturbation, 
( )

⎩
⎨
⎧

=
+Φ+=+

00

1 ,,
yz

hhzxhzz nnnnn ε
, et l'on observe le comportement de la

méthode. Posons n
n

εε sup= . La méthode est stable si et seulement si εAyzA nnn
≤−∃ max/ .

Consistance

La méthode est consistante si et seulement si 
( ) ( ) ( )( ) 0,,max 0

1 ⎯⎯ →⎯Φ−
−

→
+

hnn
nn

n
hxyx

h
xyxy

. La

méthode est consistante d'ordre p si et seulement si 
( ) ( ) ( )( ) p

nn
nn

n
Ahhxyx

h
xyxy

A ≤Φ−
−

∃ + ,,max/ 1 .

Convergence
La méthode est convergente si et seulement si ( ) 0max 0⎯⎯ →⎯− →hnnn

xyy . Il y a convergence d'ordre p si et

seulement si ( ) p
nnn

AhxyyA ≤−∃ max/ .

Si la méthode est stable et consistante [d'ordre p], alors la méthode est convergente [d'ordre p].

Théorème stabilité
Si il existe K tel que ( ) ( ) 212121 ,,,,,,, yyKhyxhyxyyx −≤Φ−Φ∀ , c'est-à-dire si φ est K -
lipschitzienne, alors la méthode est stable.

Théorème consistance
- Si ( ) ( )yxfyx ,0,, =Φ , on a consistance d'ordre 1.
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- Si de plus, ( ) ( )yx
x
fyx

h
,

2
10,, ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Φ∂

, alors on a consistance d'ordre 2.

- Si de plus, ( ) ( )yx
x

fyx
h

,
3
10,, 2

2

2

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

Φ∂
, alors on a consistance d'ordre 3.

- Etc. …

Méthode de Euler

( ) ( )yxfhyx ,,, =Φ , ordre 1, stabilité acquise (φ et f lipschitzienne). Intuitivement, on traduit la formule du

taux d'accroissement ( )
h

yy
yxf nn

nn
−

= +1, . La formule sera donc ( )nnnn yxhfyy ,1 +=+ .

Méthode du développement de Taylor

( ) ( ) ( ) ( ) K+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=Φ yx
x
fhyx

x
fhyxfhyx ,

!23
1,

2
1,,,

2

, consistante de l'ordre que l'on veut,

stabilité acquise. Mais en pratique les calculs de dérivées rend la méthode impraticable !

Méthode de Runge -  Kutta

Ordre 2
On cherche ( ) ( ) ( )( )yxhfyhxfyxfhyx ,,,,, µλαβ +++=Φ . L'ordre 1 impose 1=+ βα  et l'ordre 2
impose 2/1=== αµαλµλ et .

- Si 1=α , alors 2/10 === µλβ et , d'où la formule ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=+ nnnnnn yxfhyhxhfyy ,

2
,

21 .

Soit le prédicteur 2/1+ny , la méthode s'écrit : 
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

+=

++

+

2/11

2/1

,2/

,
2

nnnn

nnnn

yhxhfyy

yxfhyy
  La méthode est

d'ordre 2, et correspond à une amélioration de Euler : le taux d'accroissement est calculé pour le point milieu
( )2/1,2/ ++ nn yhx .

- Si 2/1=α …

Ordre 4

- ( ) ( )4321 22
6
1,, PPPPhyx +++=Φ

- ( )yxfP ,1 =
- ( )12 .P2/,2/ hyhxfP ++=
- ( )23 .P2/,2/ hyhxfP ++=
- ( )34 .P, hyhxfP ++=

Choix de h
On se donne une tolérance ε > 0.
- On choisit arbitrairement h et on applique la méthode.
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- On recommence avec 2/h . Si le résultat obtenu pour un pas divisé par 2, est à ε près celui obtenu pour un
pas de h alors le pas est bon, sinon on réitère. Attention il faut comparer nhxxn += 0 et

2
.202
hnxx n += .

Méthode à pas multiples
(…)

Équations différentielles du 2ème ordre (avec conditions aux bords)

Problème de Dirichlet

Méthode des différences finies

Méthode des éléments finis

Transformée de Fourier discrète
Algorithme de TFD rapide
(…)

Application
(…)
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