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Graphes et algorithmes

Durée : 2h.
Notes de cours of de TD autorisées.

Pour towr graphe ¢, n {resp. m) désigne son nombre de sommets (resp. arcs ou arétes).
Excrcice 1 Les graphes icl sont simples et non orientés. Le nombre chromatique d’'un graphe
est e rombre mininun de couleurs qui permettent de colorier un graphe {le plus petit entier
i puur lequel G est k-colariable). On rapelle quiune £-coloration d'un graphe est une fonction
Vi) — {1, 4] gui associe & chague somunet une couleur {un entier de [1, %]} de fagon & ce
e denx sommets adjacents aient deux couleurs mimimales.

L. Quel est le nomibre chromatique dun arbre ? d’un graphe complet & n sommets ? d'une

prille & b x & sommets?

2. Existe t-il un algovithme rapide décidant si un graphe est 2-coloriable? 3-coloriable ?
b-coloriahte (& fixe) ?
Consldérons talgorithine suivant :

fenction nozbreChromatique(G:graphe) entier

dans une liste L trier les sommets de G par degré croissant ;

pour teout semmet x extrait de L ! Yo
colorier le scmmet x du plus¥entier non nul distinct de chacune
des couleurs des sommets voisins précédemment coloriés ;

retourner la plus grande couleur des sommets de G

30 Selon que Lo graphe est représenté par une matrice d'adjacence ou un tableau de listes
o surcesseurs, quelle est L complexité en temips et en espace de cet algorithme ?

L. Exisre t-ilune relution entre le nombre chiromatigue de ¢ et Uentier nonbreCromatique (G) 7
Pensez-vaus que Falgorithme ost correet 7

5. Cholsissez un arbre, une grille et un graphe complet avec un nombre significatifs de
sonmets, Sur chacun de ces 3 graphes, caleuler U'entier retourné par cet algorithme.
Vions Tournires un dessin de chacun des graphes, le numéro d'erdre de traitement de
clagne sommet sera indigué ainsi que la couleur de chague sommet (Pentier couleur
sera solignd),

4. Existe t-ilnn graphe sur lequel deux exéeutions de Ualgorithme fournisse deux réponses
dilfcrentes ? SEoui Tesgquels 7 Sioowl. quien coneluez-vous ?

Evercice 2 Une chaine de supormarchds déeide de faire Uinventalre de ses magasins en un
nombre minimal dejonrs. Einourre. nous savons que Uinventaire d’un magasin nécessite un
watir or L prosenee do plusiours responsables (directeur, responsable du stock. ete) et qu'un
et responsalile pent reavaiiler dans plusieurs magasins.



1. Ramener ce probleme & un probléme sur les graphes. Vous préciserez notamment le
tvpe de graphe, ce que teprésentent les somnets, les arétes. Vous fournirez un exemple.

[Rv]

Est-ce que ces deux problémes sont éguivalents ? Prouver votre réponse.

3. Connalssez-vous une solution algorithmigue rapide 4 ce probléme ?

L. Supposons yue lo nombre de reesponsables est limité par un entier k fixé. Reformuler
le probléme de graphes associé. Pensez-vous que cela a une incidence sur la rapidité de
lie solution algorithmique?

Exercice 3 Lo degré entrant d’un sommet z d’un graphe crienté est le nombre d'arcs
Jexteémité x. Un graphe non orienté & est {njectif si 1 existe une orientation de ses arétes
rel que tous les sommets du graphe orienté induit H sont de degré entrants égaux a 1. Le
graplie 77 est appelé une bonne orteritation de G,

1. Dessiner un graphe injeetil G et une honne orientation H de G. Le graphe G passédera

exaceeent 30 sonumets. 2 composantes connexes contenant respectivement 14 et 16

SoInenets ainst que dewy cirenits de longueurs respectivement 3 et 4.

20 Caractérser la notion d'njectvitd & Vaide {au choix) des notions de cireuits, de com-
pesantes connexes, de nombres de sommets ou de nombres d’arétes, L'expression dera
de b furme Un graphe son orienté est injectf si et seulement ...".

o

Ferive nu algorithme en #(m) qui déeide i un graphe non crienté est injectif. Fournir
un exenple.,

1 Ferire un alparithme en #(m) qui caleule pour tout graphe injectif G une bonne orien-
tition e 7 Fournir un excmple.

Daes Véeriuere des algorithmes précédents, vous pourrez utiliser naturellement des
rottines auxiliaires vues cin TD ou en cours en précisant leurs spécifications.

Exercice 4 Considérons le résean ci-dessons @

:. s ,? Gl i {/

1. Fonnndsses une coupe de capacitd minimale de ce réseau.

[k¥]

Fournissez un ot maximal de ce résean.

3. Prouvez que le ot fourni cst maximal.

Dissiner Je réseau résiduel induit par ce flot.
3. Nodifier la capacité d'un seul arc {de capacité initiale non nulle) de fagon & obtenir un
flost maximal de valeur la plus grande possible 7 Prouver la correction de votre choix.



