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1 Définition

Soit f une fonction du temps t. La transformée de Laplace de f est la
fonction F' de la variable complexe s, définie par :

F(s) = /000 f(t)e *tdt

Si £ désigne la transformation de Laplace, on a F' = L(f) et f = L71(F).
On utilise aussi la notation : f 3 F.

On dit que F est la transformée de f et que f est l'original de F'.

2 Propriétés

2.1 Linéarité

La transformée de Laplace est un opérateur linéaire :

L(f+9) =L +L(g) 5 Lkf)=EL(S)

ou k est une constante.

2.2 Transformée de Laplace d’une dérivée
On démontre que :

L(df [dt) = sL(f) — f(0)

La dérivation est remplacée par une multiplication. Cette propriété sim-
plifie considérablement la résolution des équations différentielles.



3 Transformées de quelques fonctions usuelles

3.1 Fonction unité

1
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F(s) = / e tdt = [—e } ==
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3.2 Fonction exponentielle

flt)y=e™

00 0o 6—(s+k)t o0 1
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3.3 Fonction créneau

Cette fonction est définie par :
0 sit<tiout>ty
ft) = .
1 sit) <t<ty

Elle est utilisée par exemple pour modéliser une injection a débit constant
entre les instants ¢; et to.

00 to —st t2 —st1 __ ,—st
F(s) = / f(t)e*dt = / e *tdt = [_e } S
0 t1
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Cas particulier : Si I'injection commence au temps 0 et dure un temps 7’
(t1=0,ta=T)on a:
1 —e T

Fls) = —

4 Recherche des originaux

Si F(s) = P(s)/Q(s) ou P et @ sont deux polynomes tels que :
o deg(P) < deg(Q)

e () admet n racines simples —ry, =79, -+, —7,

2



I'original est donné par la formule de Heaviside :

OEDY 5((__))

ou ' désigne la dérivée de Q) par rapport a s.

En pratique, Q'(—r;) s’obtient a partir de la forme factorisée du dénominateur :

n

Q(s)=(s+r)(s+mr) - (s+mr)= H(s +rj)

j=1

Q' (—ri) = H(Tj — ;)

Dans le cas d’une fonction créneau, le numérateur contient des termes

en 1 —e*T : ce n'est donc plus un polynoéme. On peut toutefois encore
appliquer la formule de Heaviside a condition de remplacer dans 'original
e T par e " avec t' =t pourt < Tett' =T pour t >=T.

5 Application aux réactions chimiques

5.1 Réaction d’ordre 1

Soit la réaction :
AL B

Soit a(t) et b(t) les concentrations des corps A et B a l'instant ¢. Ces

concentrations sont les solutions du systeme d’équations différentielles :

da(t)
dt

—k - a(t)

db(t)

dt

k- a(t)

avec les conditions initiales : a(0) = ag, b(0) = 0.

Notons A = L(a) et B = L(b) les transformées de Laplace. Le systeme

devient :
s-A(s) —ag = —k-A(s)
s- B(s) = k-A(s)
La premiere équation donne :
a
A(s) = . +Ok = a(t) = age™™



En remplacant dans la deuxieme équation :

k’ao
s(s+k)

B(s) =

Appliquons la formule de Heaviside. Le dénominateur est Q(s) = s(s+k).
Ses racines sont 0 et —k. Ona Q'(0) = ket Q'(—k) = —k. L’original est donc :

1 1
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5.2 Reéactions successives

Soit les réactions :
Ak B o

Soit a(t), b(t) et c¢(t) les concentrations des corps A, B et C a l'instant ¢.
Ces concentrations sont les solutions du systeme d’équations différentielles :

( da(t) = —Fk, - a(t)

avec les conditions initiales : a(0) = ag, b(0) = ¢(0) = 0.

Notons A = L(a), B = L(b), et C' = L(c) les transformées de Laplace. Le

systeme devient :

s-A(s)—ag = —ky-A(s
s- B(s) = ky-A(s) — ky- B(s)
s-C(s) = ko B(s)

La premiere équation se résout comme dans le cas précédent :

Q
Als) = - +0k:1 = a(t) = age™™!

En remplacant dans la deuxieme équation :

kyag

B“):<&+hxs+kg




s+ ks). Ses racines sont —k; et —ks.

Le dénominateur est Q(s) = (s+ k1)
) = k1 — ko. L’original est donc :

On a QI(—]{Jl) = ]{?2 - kl et Ql(—kg

e*kgt)

1 1 kia
b t) = k —k1t —kot — 140 —kit
(®) 1“0(k2—k16 TR > By —

En remplacant B(s) par sa valeur dans la troisieme équation on obtient :

k?lkfgao
S(S + ]‘Cl)(S + k?g)

C(s) =

Le dénominateur est Q(s) = s(s+ ky1)(s + k2). Ses racines sont 0, —k; et
—ka. Ona Q'(0) = kika, Q' (—k1) = (—k1)(k2—k1), Q' (—k2) = (—k2) (k1 — k).

L’original est donc :

1 1 1
c(t) = kiksa — e kit _ —e_kﬂ
(t) = kkaao [lﬁkz Ky (ko — k1) ka(ky — k2)
k2 kit kl —kot
= 1 . 1t 2
c(t) = aop < . kle - k;2€

5.3 Reéactions paralleles

Soit les réactions :
k
A5

k
A3

Le systeme d’équations différentielles s’écrit :

(4O — (k) + k) - alt)

( Tdt
avec les conditions initiales : a(0) = ag, b(0) = ¢(0) = 0.

Passons aux transformées de Laplace :

s-A(s) —ag = —(k1+k2)- A(s)
s- B(s) = ky-A(s)
s-C(s) = ko A(s)



La premiere équation donne :

Qo -
A = ——— :> t = (k1+k2)t
(S) S + (kl + k'2) a( ) o€

En remplacant dans la deuxieme équation :

kyag

Bls) = s(s + ki + k)

Les racines du dénominateur sont 0 et —(k;+k2). En appliquant la formule
de Heaviside on obtient :

1 1 kia
R A T el

On obtiendrait de méme pour C :

k2a0 _
t) = 1 - (k1+k2)t
‘=t h [1-e )



