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Rappels

Définitions élémentaires

Graphe

Un graphe G est un doublet (V,E) où V représente l’ensemble des sommets (Vertex) et E l’ensemble des arêtes (Edge).

Cycle

Un cycle  est un sous-graphe connexe 2-régulier, c’est-à-dire dont tous les sommets ont un degré 2. 

Cycle généralisé

Un cycle généralisé est un sous-graphe (pas forcément connexe) 2-facteur, c’est-à-dire dont tous les sommets ont un degré congru à 0 modulo 2.

Sous-graphe eulérien

G’ est un sous-graphe eulérien si et seulement si il existe un parcours eulérien pour G’, c’est-à-dire qu’on puisse parcourir les arêtes en utilisant une fois et une seule chaque arête.

Isthme

C’est une arête du graphe telle que si on enlève cette arête, on augmente le nombre de composantes connexes du graphes.

Théorèmes élémentaires

Formule d’Euler

Pour des graphes planaires, on établit que 
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 avec n le nombre de sommets, m le nombre d’arêtes et f le nombre de face.

Flots à valeurs entières

Flot

Groupe abélien

((,+) est un groupe si et seulement si :
· + : ( x ( ( ( ;
· + est associative ;

· + possède un élément neutre « 0 » dans ( ;
· pour tout x de (, il existe un y de (  tel que x + y = y + x = 0, y est l’opposé de x ;
· + est commutative si le groupe est abélien.

Définitions

Soit G un graphe orienté et  f : E ( ( (groupe abélien).

1. f est un (-flot si et seulement si 
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 (loi de Kirchoff).

2. f est un k-flot si et seulement si f est un Z-flot tel que –k <  f(e) <  k.
Support d’un flot

Soit f un flot. Le support de f, Supp(f), est l’ensemble des arêtes tel que la valeur du flot soit non nul.

Propriétés élémentaires

1. Si un graphe admet un flot non nul f, pour une orientation D d’un graphe G, alors il admet un flot non nul pour toute orientation.

2. f est un flot dans G si et seulement si 
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Théorème

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) G admet un Z/kZ – flot non nul.

(ii) Pour tout groupe abélien M d’ordre k, G admet un  M – flot non nul.

(iii) G admet un k – flot non nul.

Conjecture de Tuth (1954)

Tout graphe sans isthme possède un 5 – flot non nul.

Théorème

Si G est un graphe planaire sans isthme, q un entier positif et D une orientation de G, alors les faces de G peuvent être coloriées en q couleurs si et seulement si G admet un q – flot non nul.

Coloration des sommets d’un graphe

La coloration est une application 
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Théorème de Appel-Hacken (1979)

Tout graphe planaire admet une 4 – coloration de ses sommets.

Dualité

Soit G un graphe orienté planaire. La coloration donne un flot dans le graphe dual. Inversement, un flot non nul dans le dual donne une coloration dans le graphe.

Propriété Fq
On dit qu’un graphe à la propriété Fq s’il vérifie l’une des conditions équivalentes du théorème de Tuth.

Remarque : Si G est Fq, alors pour tout q’ > q, G est Fq’.

Conjecture de Tuth

Tout graphe sans isthme est F5.

Proposition

Soit G graphe cubique (dont tous les sommets sont de degré 3) sans boucle.

(a) G est F3  si et seulement si G est bipartie.

(b) G est F4  si et seulement si G est 3 – arête coloriable, on peut colorier les arêtes en trois couleurs telles que deux arêtes à un même sommet sont de couleurs différentes.

Proposition

G admet un Z2 – flot non nul si et seulement si les sommets de G ont un degré congru à 0 modulo 2.

Remarque

Un graphe qui possède un isthme ne peut pas avoir de flot non nul.

Théorème de Jaeger (1979)

Tout graphe sans isthme est F8.

Définition

étant donné un graphe k – arête connexe, il faut enlever au moins k arêtes pour augmenter le nombre de composantes connexes du graphe.

Théorème de Kundu (1974)

Tout graphe G 2n – arête connexe admet n arbres couvrant arêtes – disjoints.

Propositions

(a) Si G admet 2 arbres couvrants arêtes – disjoints, alors il admet un Z2 x  Z2 flot non nul.

(b) Si G a k arbres couvrants arêtes – disjoints, alors G admet un Z2k – flot non nul.

Théorèmes de Seymour (1981)

Tout graphe sans isthme admet un 6 – flot non nul.

Couverture par des cycles

Couverture par des cycles

Définition

Soit G un graphe sans isthme. Une couverture de G par des cycles (généralisés) est une famille de cycle 
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telle que chaque arête de G appartienne au moins à un cycle.

Longueurs

1. La longueur d’un cycle est le nombre d’arêtes du cycle.

2. La longueur d’une couverture est la somme des longueurs de cycle qui la compose.

Propriété

La couverture ( par des cycles d’un graphe cubique (ou 3 – régulier) est telle que 
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Conjecture de Jaeger

Tout graphe sans isthme admet une couverture par des cycles ( de longueur 
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Théorème

Si G admet un 4 – flot non nul alors il admet une couverture par des cycles ( de longueur 
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Théorème de Bermond, Jackson, Jeager (1983)

Tout graphe sans isthme admet une couverture par des cycles ( de longueur 
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Lemme crucial

Tout graphe sans isthme admet un cycle généralisé ( tel que 
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 qui passe par l’une au moins des 3 arêtes de chaque 3 – coupe.

Théorème de Edmond (1973)

Étant donné un graphe cubique H, il existe k et 
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 une famille de couplage parfait ( ?) du graphe tel que chaque arête de H appartient à exactement k couplages.

Majorations

1. Tout graphe ayant un 4 – flot non nul a une couverture par des cycles ( de longueur 
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2. Tout graphe ayant un 5 – flot non nul a une couverture par des cycles ( de longueur 
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3. Tout graphe ayant un 6 – flot non nul a une couverture par des cycles ( de longueur 
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Conjecture de Itai – Rodeh (1972)

Tout graphe sans isthme admet une couverture par des cycles (, telle que 
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Proposition

Si G admet un flot non nul, alors G admet une couverture par des cycles (, telle que 
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Théorème (Fan)

Tout graphe sans isthme admet une couverture par des cycles (, telle que 
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Couverture par des cycles de l’ensemble des sommets

Définition

Une famille de cycle 
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est une couverture des sommets si tout sommet est couvert par au moins un des cycles.

Conjecture

Tout graphe 2 – connexe admet une couverture des sommets par des cycles ( de longueur 
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Théorème (Fan 1998)

Tout graphe 2 – connexe admet une couverture ( par des cycles de ses sommets telle que 
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Double couverture par des cycles

Définition

Une famille de cycle 
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d’un graphe G est une double couverture  par des cycles (DCC) si chaque arête de G appartient exactement à deux cycles.

Conjecture Seymour (1979)

Tout graphe sans isthme admet une DCC.

Définition

On dit qu’une DCC est k – coloriable (notée k – DCC) si on peut colorier les cycles (un cycle étant d’une seule couleur) de sorte que chaque arête appartient à deux cycles de couleur différente.

Théorème

Tout graphe planaire admet une 4 – DCC.

Proposition

Si G admet un 4 – flot non nul, il admet une 3 – DCC.

Proposition

Si G admet une k – DCC, alors il admet une couverture des arêtes par des cycles ( telle que 
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Colorations

Coloration (ordinaire)

Définition

Étant donné un graphe G, une k – coloration des sommets de G est une application 
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Définition : nombre chromatique

Étant donné un graphe G, le nombre chromatique 
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 est le plus petit k tel que le graphe admette un k – coloration.

Définition : homomorphisme

Soient G et G’ deux graphes. Un homomorphisme de G dans G’ est une application 
[image: image28.wmf]'

:

V

V

f

®

 telle que si 
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 (conservation des sommets adjacents).

Proposition

Si G admet une k – coloration, alors il existe un homomorphisme de G dans Kk. En fait, il y a équivalence entre 
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 et  k est le plus petit entier tel qu’il existe un homomorphisme de G dans Kk.

Théorème de Appel Haken (1971)

Si G est planaire, 
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Théorème de Brooks (1947)

Soit ( le degré maximum de G.

1. 
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2. 
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Coloration acyclique

Définition

Une coloration propre des sommets est acyclique, s’il n’existe pas de cycle colorié (le graphe induit par deux classes de couleurs est une forêt) ; plus simplement, on ne doit pas trouver de cycles bicoloriés dans le graphe.

Définition : nombre chromatique acyclique

On note 
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 le plus petit nombre de couleurs d’une coloration acyclique de G.

Théorème de Brodine (1979)

Si G est planaire, alors 
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Coloration des graphes orientés

Définition

Soit G un graphe orienté, antisymétrique, sans boucle, sans arc multiple. Une k – coloration orientée de G est une application 
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1. Si 
[image: image40.wmf](

)

E

y

x

e

Î

=

,

, alors 
[image: image41.wmf](

)

(

)

y

f

x

f

¹

.

2. Si 
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, c’est-à-dire qui soient coloriés selon l’orientation inverse.

Définition : nombre chromatique orienté d’un graphe orienté

Si G est un graphe orienté, le nombre chromatique orienté 
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 est le plus petit k tel que G admette un k – coloration orientée.

Définition : nombre chromatique orienté d’un graphe non orienté

Si G n’est pas orienté, on définit le nombre chromatique orienté comme le plus grand 
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 pour toute orientation possible de G, c’est-à-dire 
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Définition : nombre chromatique orienté d’une classe de graphes non orientés

Si g est une classe de graphes non orientés, le nombre chromatique orienté de la classe g est 
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Proposition

Si P est une chaîne orientée, alors 
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Définition : homomorphisme

Soient G et G’ deux graphes orientés, antisymétriques, un homomorphisme de G dans G’ est une application 
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Proposition

Étant donné une graphe G orienté, trouver 
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 équivaut de trouver le plus petit graphe orienté H tel qu’il existe un homomorphisme de G vers H.

Proposition

Si T est un arbre alors 
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Théorème

Pour la classe p des graphes planaires, 
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Théorème Raspaud, Sopera (1994)

Si G a un nombre chromatique acyclique 
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Corollaire Raspaud, Sopera (1994)

Pour la classe p des graphes planaires, 
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Coloration orienté et maille (girth) d’un graphe planaire

Définition : maille

La maille g d’un graphe G est la taille d’un plus petit cycle de G.

Définition : nombre chromatique orienté d’une maille

Étant donné une maille g, 
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 pour tout graphe G possédant une maille g (parfois, on considère un maille ( g).

Théorème

Considérons des graphes planaires. Quelque soit la maille g.

1. 
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3. Si 
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4. Si 
[image: image66.wmf]11

³

g

, alors 
[image: image67.wmf](

)

7

£

À

g

r

.

5. Si 
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Degré moyen et nombre chromatique orienté

Définition (maximum average degree)
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Théorème

1. Pour tout graphe G avec 
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2. Pour tout graphe G avec 
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3. Pour tout graphe G avec 
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4. Pour tout graphe G avec 
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Théorème

Pour tout graphe planaire. Si la maille de G ( g, alors 
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Corollaire

Soit G un graphe planaire. Alors :

1. Si 
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2. Si 
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3. Si 
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4. Si 
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Graphes universels

(…)

Homomorphisme colorié – Graphes mixtes

(…)
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