PROBABILITES
Généralités

Les probabilités sont concues pour étre une mesure
de la vraisemblance des événements.

Définitions générales

On considere Q ’ensemble des événements
¢lémentaires qui constituent le phénomene que 1’on veut
ctudier

par exemple , pour un jeu de dés ordinaire , a 6 faces

Q sera {1,2,3,4,5,6}

les parties A de €2 représentent les événements que 1’on
peut étre amen¢ a ¢tudier

A = {2,4,6} dans I’exemple précédent représente
I’événement : “’la valeur obtenue par le lancé du d¢ est
un nombre pair “’



F sera la famille des parties A que I’on veut pouvoir
considerer .

Qe F

AeF etBe F implique :
(complémentaire de B dans A) e F

A,eF V¥Vn implique :
(UA, )eF

Une famille F qui possede ces propriétes est appelée :
une tribu .



Une loi de probabilite est alors
une application de Fdans [0, 1]
A -> Prob(A) qui vérifie les 2

propriétés

Prob(Q2)=1
et

(A, )n une partition de A alors
Prob(A)= S Prob(A,)

Remarque: 1l s’ensuit que Prob(complémentaire de A )

1 — Prob( A)



Exemple : loi uniforme sur un ensemble fini
Ic1 2 est un ensemble fini

F est la tribu formée par

toutes les parties de €2

Prob( {x} ) =1/ card(L2)
pour toute partie {x} de €2 réduite a un point .

Prob( A ) =card(A) / card(€2) qui se traduit souvent par
la célebre formule :

Prob( A ) = nombre de cas favorables / nombre de cas
possibles .



Probabilités conditionnelles
On notera Prob( A1 B ) la probabilité de A si1’on
suppose que B a lieu.

Ce qui donne dans le cas de la loi uniforme sur un
ensemble fini

Prob( AIB) =

card(AnB) / card(B) =

card( A n B) / card( Q) multipli¢ par

card( Q) /card(B) =

Prob( AIB)=Prob(An B)/Prob(B)

Prob(AIB)=
Prob( A n B)/Prob(B)
Formule de BAYES



Evénements indépendants

Prob(AIB)=Prob(A)
ou bien
Prob(AnB)=Prob(A) . Prob(B)

Cette derniere formule se généralise de manicre
¢vidente au cas de n événements indépendants .
Formule des probabilités totales

Des considérations ci-dessus ,1l découle la formule :
(B,). ¢étant une partition de Q ,

avec Prob(B,)>0ona

Prob( A) =

Y Prob(A1B,).Prob(B,)

Variable aléatoire

Définitions générales

Une variable aléatoire X est un « objet

mathématique » (en fait, on peut I’interpréter comme
une fonction définie sur un ensemble probabilis¢é Q a
valeur dans un ensemble noté Q ) qui, lors d’une
réalisation, peut prendre différentes valeurs possibles .
Par exemple pour le jeu de d¢ ordinaire a 6 faces : on
peut considérer la variable aléatoire X = valeur que I’on
obtiendrait si on lancait le dé .




Alors I’événement :

“’obtenir un nombre pair lors d’un lancé du dé ’
s’écrit: © Xe {2,4,6} ©

a une variable aléatoire X , on associe une
probabilité sur €2 x :

A -> Prob(X'(A)) =

Prob( X e A)

celle ci s’appelle la loi de X .

X peut étre a valeur vectorielle ( de dimensionn ) si
I’on veut considérer des n-uplets de variables aléatoires
comme une seule variable aléatoire .

X pourrait €tre non numérique (par exemple : une
couleur ;une réponse “’oui ’ ou ‘“’non °’ ...) mais dans
ce cas, on la numérise symboliquement .



Pour un couple ( X, Y ) de variables al¢atoires, on

appelle loi conjointe du couple, la loi de probabilité :
A > Prob( (X,)Y)e A )

(souvent la considération des parties A de la forme : A
= A B suffit).

Généralisation immeédiate au cas de n variables
aléatoires.



Variables aléatoires indépendantes
X et Y sont dites indépendantes
SS1
“XeA“et”YeB “ sontdes événements
indépendants pour tout A et B
ce qui se traduit par :

Prob(XcA et YeB)=
Prob(XecA) . Prob(YeB)

Généralisation immeédiate au cas de n variables
aléatoires indépendantes.



Loi marginale

Si Qx désigne I’ensemble des valeurs possibles pour X
alors :

s1 on connait la lo1 conjointe

du couple (X,Y )ona:

Prob(YeB)=
Prob( X e Qx etY e B)

La loi de probabilité
B-> Prob(YeB)
ainsi récuperée s’appelle :
loi marginale de Y .

Remarque:
Dans le cas de v.a indépendantes les lois marginales
donnent la loi conjointe



Parmi toutes les lois de probabilité que I’on peut
théoriquement définir , 2 catégories sont utilisées
dans la pratique ( Statistiques , Traitement du Signal
, Théorie de I’information , Recherche
Opérationnelle , Complexité d’algorithmes en
moyenne , Recouvrement aléatoire de graphes,
etc...) ce sont : les probabilités discrétes et les
probabilités diffuses avec densité continue.



Loi de probabilité discréte

Construction générale
(2 est dénombrable, F' est la tribu formée par toutes les
parties de €2 .

on considere une suite de nombres réels p(w,) positifs
tq Y p(wa) =1

alors A ->Prob(A)=7y p(w,) la sommation

3 portant sur les indicesnt.q w,e A

ceci donne la forme de toutes les lois de probabilites
appelées : discretes .

Variable aléatoire discreéte
On appelle variable aléatoire discrete une variable
aléatoire dont la lo1 est discreéte .

Espérance mathématique d’une variable aléatoire
discrete

Définition
X étant une variable aléatoire discréte , I’ensemble de
ses valeurs possibles Q2x est dénombrable, donc on peut

le représenter par une suite X, .




On appelle Espérance mathématique d’une variable
aléatoire discreéte X , et on la note E(X) la valeur :
E(X)= 3% x, Prob( X=x,)

avec la condition :
la série de terme général x, Prob( X =X, ) est
absolument convergente.

Pour signaler cette condition , on emploiera simplement
la terminologie : ’E(X) existe’’

Pourquoi demande t-on la convergence ABSOLUE ?7?7?



Formule de transfert

f étant une fonction numeérique définie sur Qyx =
I’ensemble des valeurs possibles pour une variable
aléatoire discréte X ; I’ensemble des valeurs possibles
pour f(X) est dénombrable , on peut donc le représenter
par une suite X’

on a par définition :
E(f(X))=3 x’, Prob(f{(X)=x"})

formule de transfert :
E(f(X)) =
Y f(x,) Prob(X =x, )

n

Linéarité de E
Pour o , B 2 scalaires et X,Y 2 variables
aléatoires :

E(aX +BY)=
a E(X) + B E(Y)



Variable aléatoire constante

On assimile une constante ct et une variable aléatoire X
dont la loi1 est :

Prob( X=ct)=1 .

Ainsi E(ct) = E(X) = ct

Donc E(Y — E(Y)) = 0 pour toute variable aléatoire Y .
On dit que Y —E(Y) est centrée .

Formule a propos de E(XY)

Si X et Y sont indépendantes alors on a :
E(XY) = E(X) E(Y)

Variance, covariance

Dans ce qui suit les notations sont adaptées au cas de
variables al€atoires a valeurs réelles , I’adaptation au cas
de variables al¢atoires a valeurs complexes est aisée, il
suffit de remplacer la forme bilinéaire symétrique

Cxy = E(XY) - E(X) E(Y)

par la forme sesquilin€éaire hermitienne
correspondante .




Variance

On montre ( en majorant séparément les Ix,| dans la
série

Y Ix,| Prob(X=x, )

selon que Ix,/>1 ouquelx,l<1) que :
E(X?) existe implique E(X) existe
(la réciproque est fausse en général ) .

Dans le cas ou E(X?) existe ;
on appelle variance de X :

Var(X) = E(X?) - (E(X))*
on a la formule ci1 dessous :

Var(X) = E(X*) - (E(X))

= E((X-E(X))*)

C’est cette formule qui permet de donner la signification
heuristique de la variance

o étant un scalaire on a :
Var(aX) = a? Var(X)

pour cette raison on est amene¢ a introduire la notion
d’¢cart type de X

o(X)=0ox= (Var(X))" .

on a : o(aX) = a o(X)

pour tout scalaire o positif .



Covariance

Considérons un couple X,Y t.q

E(X*) et E(Y?) existent

alors E(XY) existe

Dans ce cas on appelle covariance du couple X,Y et on
note Cyxy la forme bilinéaire symétrique , positive

Cxy = EXY) - E(X) E(Y)
=E( (X-E(X)) (Y-E(Y)) )
Remarque Var(X) = Cxx

st X et Y sont indépendantes alors

E(XY)=E(X) E(Y) d’ou

CX,Y =0

(la réciproque de cette propriété est fausse en général)

Coefficient de corrélation
On appelle coefficient de corrélation

oxy = Cxy /(0x .0Oy)

L’intérét de cette notion est, que ce coefficient de
corré¢lation est invariant par changement d’unitgs.
Attention a ne pas confondre les notions de corrélation
et de causalité.



L’inégalité de Cauchy-Schwartz appliquée a la forme
bilin€aire symétrique positive Cxy donne :

Cxy < Cxx Cyy
[ICxkyl = ox oy

D’ou | Px,y | < 1



Variance d’une somme

Var(X+Y) =
Var(X) + Var(Y) +2 Cxy

Corollaire : si X et Y sont indépendantes alors
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) .

(car Cxy =0)
Généralisation immeédiate au cas de N variables

aléatoires indépendantes, ce qui donne le résultat
important suivant :

X;,X,, ... Xy €tant N variables aléatoires
indépendantes qui suivent la méme loi que X ( on dit
que X, X, , ... Xy est un échantillon de X, de taille N )

¥ =1N 3 X,

X est appelé estimateur de moyenne

formules tres importantes:
E(X) = EX)

Var(X) =1/N Var(X)



autre formule importante :
S1 ON PoseE :

Vi= UN-1) Y (Xi- X)

alors
E(V*) = Var(X)

Calculs :

B(X?)=E(IN Y Xi ¥ X))

J

1/N2E(2X +E Xi X;)

1/N? (N E(X)+(N N)E(X) )
I/N E(X?) + (N-1)/N E(X)?

V* = 1/(N-1) 2 X;- X)*

V*= N/(N-1) (X - Y)
= N/(N-1) ( X2 - X)

E(V*) = N/(N DE(X =X )=
or E( X 2)=1/N E(X?) +(N-1)/N E(X)

E(V*) =N/(N-1) multipli¢ par
(E(X*) - 1/N E(X?) - (N-1))N E(X)?)
= E(X)-E(X)* = Var(X)



Inégalité de Tchebycheff

Théoréme : b > 0 et Y une variable aléatoire
(t.q E(Y?) existe) ; on note ¢ son écart type alors

Prob(I1Y-E(Y)I > bo ) = 1/b?

Théoréme des grands nombres :

Soit X une variable aléatoire t.q E(X) existe,

X1, X2, ... Xy désigne un échantillon de X de taille N
Alors

Ve>0 Prob(IX — E(X)I>¢)

converge vers 0 lorsque N tend vers x

on dit que X converge en probabilité vers E(X) lorsque N
tend vers « , on écrira ceci sous la forme symbolique :

X eq.prob E(X)

V*=N/(N-1) ( F —}2) donne ausst :

V* eq.prob Var(X)



Y étant une variable aléatoire,
d'espérance = E(Y)

souvent notée aussi m,

d'écart type o

X=(Y-m)/o

est dite
variable aléatoire réduite associée a Y,

elle est telle que
E(X)=0 et o(X)=1



loi Binomiale

Au cours d’une certaine expérience , un eévénement A , a
la probabilite d de se réaliser .

On considere la variable aléatoire X = le nombre
d’occurrences de cet événement A que 1’on obtiendrait
si I’on effectuait N telles expériences de maniere
indépendante .

Les variables al¢atoires caractéristiques de cet
e¢vénement A au cours de ces expériences sont

appelées : variables aléatoires de Bernoulli

La loi de X est :
Prob(X=k) = C*y d* 1-a)™*

E(X)=Nd
Var(X)= Nd (1-d)



Loi de Poisson de prametre a>(

C’est la loi entiére :
Prob(X=k)=exp(-a) . (a“/k!)
pour tout entier positif k .

E(X)=a et Var(X)=a



Théoreme : posons a=Nd

a ¢tant fix¢e .

lorsque N tend vers I’infini

Cky d (1— d)V

converge vers exp(-a). (a“/k!)

car C d* (1= =
N/N. (N-1)/N ..(N-k+1)/N. (1-a/N)™ .
(1-a/N)N . (a“/k!)

Dans la pratique deés que N est assez grand ,

a restant < 10 (environ) on est amen¢ a approcher la loi
Binomiale de parametre d et d’ordre N , parla loi de
Poisson de parameétre a=Nd

Théoréme : Si X et Y sont indépendantes et suivent
des lois de Poissons de parametres respectifs a et b
Alors

S=X+Y suitlaloide Poisson de parametrea+b .

Généralisation immeédiate au cas de N variables
aléatoires .

exemple : Soit X;, X5, ... Xy un échantillon de X
qui suit la loi de poisson de paramétre a, alors N X
suit la loi de Poisson de paramétre N a.



