
ENSEIRB - 1ère Année Filière Informatique Année 2005 � 2006Probabilités et StatistiquesFeuille d'exeries numéro 1Probabilités onditionnelles, indépendane1 Indépendane1. Soient A et B deux événements indépendants. Montrer que A et B sont indépendants.2. Généralisation du as préédent à plus de deux événements : soient A1, . . . , Ak, k événementsindépendants, et soit I ⊂ [[1, k]] ; on pose Bi = Ai si i ∈ I, et Bi = Ai si i /∈ I. Montrer que
B1, . . . , Bk sont indépendants.3. Trois personnes arrivent quelque part dans un ordre aléatoire, haun des ordres d'arrivéepossibles étant équiprobable. Quel est l'espae de probabilités naturel orrespondant ? Lesévénements �Alie est arrivée avant Bob� est �Charles est arrivé avant Bob� sont-ils indépen-dants ?4. Arthur joue aux �éhettes ; à haque tir, il a une probabilité p de touher le entre, et seslaners sont indépendants. On suppose qu'il joue une in�nité de fois.(a) Quelle est la probabilité qu'Arthur touhe exatement k fois le entre au ours de ses

n premiers laners ?(b) Quelle est la probabilité qu'il touhe le entre pour la première fois lors du r-ème laner ?() Quelle est la probabilité qu'il touhe au moins une fois le entre au ours des n premierslaners ?(d) Quelle est la probabilité qu'il ne touhe jamais le entre ?5. (�Problème du hevalier de Méré�) Lequel de es deux événements est le plus probable :� �obtenir au moins une fois un six en quatre laners de dé�� �obtenir au moins un double six en vingt-quatre laners de deux dés�2 Probabilités onditionnelles1. Soient A, B et C trois événements quelonques d'un espae de probabilités ; on supposeseulement que les trois événements sont ompatibles (P(A∩B ∩C) > 0). Montrer que l'on a
P(A ∩ B ∩ C) = P(C|A ∩ B)P(B|A)P(A).2. On dispose de deux jetons, l'un ave deux faes blanhes, l'autre ave une fae blanhe etune fae noire. On tire au sort l'un des jetons, et on le lane, observant la ouleur de la faequi apparaît.(a) Dérire un espae de probabilités modélisant ette expériene.(b) On observe que la fae visible du jeton lané est blanhe. Quelle est la probabilité quel'autre fae soit blanhe ?() Quel type de probabilité vient-on de aluler sur l'espae de probabilités de la premièrequestion ? 1



3. On s'intéresse à une (grande) population de moutons, dont une proportion de 0.01% estatteinte d'une ertaine maladie. On dispose pour ette maladie d'un test de dépistage im-parfait : lorsqu'il est administré à un mouton malade, la probabilité que le test soit positifn'est que de 0.99, et, lorsque le mouton est sain, la probabilité que le test soit positif est de
0.001.(a) Dérire un espae de probabilités qui pourrait modéliser ette situation.(b) On applique le test à un mouton pris au hasard, et le test se révèle positif. Quelle estla probabilité que le mouton soit e�etivement malade ?4. (Un peu de dénombrements) Soient m, n deux entiers ave m > n. On note C(m, n)l'ensemble des mots sur les deux lettres A et B, qui omportent exatement m ourrenesde A et n ourrenes de B :

C(m, n) = {u ∈ {A, B}∗, |u|A = m, |u|B = n}.Pour tout mot v ∈ {A, B}∗ (pas forément un mot de C(m, n)), on note p(v) = |v|A − |v|B .On munit C(m, n) de la loi de probablité uniforme ; on s'intéresse à la probabilité de l'évé-nement D, dé�ni par
D = {u ∈ C(m, n) : pour tout mot v, pré�xe propre de u, p(v) > 0}.(a) Quel est le ardinal de C(m, n) ? Celui de CB(m, n) ?(b) Soit CB(m, n) l'ensemble des mots de C(m, n) qui ommenent par la lettre B. Dérirel'événements E = D, et montrer que l'on a P(E) = 2P(CB(m, n)).() En déduire la probabilité de D.(d) Appliation : Lors d'une életion, les deux andidats A et B obtiennent respetivement

m et n voix ; le vainqueur est A (m > n). Quelle est la probabilité pour que, à toutmoment lors du dépouillement, e soit A qui est en tête ?

2


