Suites et séries

Suites

Suites définies par récurrence

" Maple sait résoudre un certain nombre de récurrences (encore appel ées équations aux
différences) gréace alafonction rsolve (Recurrence SOLVE). Parmi celles-ci les

L récurrences linéaires a une suite inconnue

> rsol ve(x(n+l)=-3*x(n)-2*x(n-1),x(n));

(2x(0) +x(1)) (-1)"+(-x(0) - x(1)) (-2)"

[ ou encore a deux (ou plus) suites inconnues

> rsol ve({x(n+1)=x(n)-y(n),y(n+l)=-2*x(n)+y(n)}, {x(n),y(n)})
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[ On peut gouter des conditionsinitiales

> assune(theta,real);
rsol ve( {x( n+1) :2*cos(t het a) *x(n)-x(n-1), x(0)=1, x(1)=2*cos(
theta)}, x(n));

|§ L g |§ ! g

1 cos(g~) + %l & 1 cos(q~)- %l g

2,/1- cos(q~)? (cos(q~) +%1) 2,/1- cos(q~)? (cos(q~)- %L)
%1:=1,/1- cos(g~)?

"M aple peut également résoudre certaines récurrences non linéaires, comme celles que I'on
L trouve dans les cal culs de complexité en informatique
> rsolve(x(n)=3*x(n/2)+a*n, x(n));

n(n) , .9 0

§H(3 §”(3 in(2) o x

X(1)n In(2)rzs In(2) & ?T +2ai

I 30 2
" Par contre, Maple peut se trouver bloqué devant certaines récurrences dont la solution est

| évidente
> rsolve(x(n)=x(n-1)*x(n-2),x(n));

rsolve(x(n) =x(n- 1) x(n- 2),x(n))
L [alorsqun suffit d'introduire par exemple y(n)=log(x(n)).

= Limites de suites

[ Maple sait calculer un certain nombre de limites de suites
{> limt(sin(n)/n,n=infinity);

0

> limt(n*2*l og(cos(1/n)),n=infinity);
-1

{ 2

> limt(nl*exp(n)/n*(n+l/2),n=infinity);
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Développements asymptotiques

- Lafonction asympt permet d'obtenir des développements asymptotiques de certaines
| suites relativement élémentaires.
> asynpt (n*2*1 og(cos(1/n)),n, 10);

L1t 11 ﬂimgié
2 122 454 2520 p n
> asynpt (n! *exp( n) / n™(n+1/2),n);
[ﬁﬂff' 1 2)/p 139 J2./p 571 42.p
n 288 2 51840 3 2488320 p*
163879 ¢§J6+O§£g
209018880 p° n® &

" Dans certains cas, le résultat (non évalué) de lafonction rsolve peut étre injecté dansla

L fonction asympt de maniére a obtenir un dével oppement asymptotique des suites solutions:
> rsolve(x(n+l)=sin(x(n)),x(n));

rsolve(x(n+ 1) =sin(x(n)), x(n))

Hi J_W/ij+§3:'__ J31In(n)3 §163-+0g§5§
Séries

Maple ne connait qu'un trés petit nombre de fonctions sur les séries. (11 ne faut surtout pas
croire gque les series de Maple sont des séries au sens mathématique; il sagit uniquement de
dével oppements limités.)

Sommation de séries

" Laseulefonction réellement utile est lafonction sum qui permet dans certains cas de
L calculer lasomme d'une série convergente.
r> sum(1/n*2,n=1..infinity);

S asynpt ("

r> sum(1/n”4, n=1..infinity);
1 1
SIY(1-1)- 51Y(1+1)

©> sun(1/n!,n=0..infinity);

| e
r> sum((n™*2-1)/n!,n=0..infinity);
-1

Régles classiques

" Bien entendu, al'aide de lafonction limit, il est facile d'appliquer, dans des cas tout afait
élémentaires, certaines regles classiques comme larégle de Cauchy, larégle de d'Alembert
L ou larégle de Duhamel.
L Voici un exemple d'utilisation de laregle de Cauchy
r> xn:=a*n/ (n"2+1): limt(xn*(1/n),n=infinity);
a
L Un exemple avec laregle de d'Alembert
r> limt(subs(n=n+1, xn)/xn, n=infinity);
a

[ Etun dernier avec larégle de Duhamel
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{ > xn:=n/(n*3+1): limt(n*(subs(n=n+1, xn)/xn-1),n=infinity);
-2

Développements asymptotiques

r Lafonction asympt permet d'obtenir des dével oppements asymptoti ques des sommes
L partielles ou des restes de certaines séries
r> asynpt (sunm( 1/ k~3, k=1..n),n);

11 11 11 10
95t aw g

- > asynpt (sunm( 1/ k, k=1..n),n);

|n(n)+ +1'1 i1+ii+o 19
9% o 2@ 120 ETE,

S expand(asynpt (sunm( (k+1)/ (k"4+2*k"2),k=n..infinity),n));
11 51 11 161 1 0
sSt—=+t-—=- —=— +0Ok—=

| 2p? 6 4np* 15p 5

> expand(asynpt (sum(l og(k) "2/ k"2, k=1..n),n));

In(n)>? 2In(n) E+1In(n)2 1In(n) 1In(n)®> 1 In(n)2+1 1

n I’]En2 éne’-é n3 %nf’ 4_0$

13 In(n) ‘0 o
180 pp %B

" Lafonction expand apermisici de simplifier le résultat qui est présenté par Maple d'une
facon réellement peu agréable (éviter I'emploi ici de lafonction simplify qui détruit le bel

L ordonnancement du dével oppement asymptotique).

 Lafonction eulermac (qu'il faut charger depuislalibrairie) rend les mémes services en
recherchant un dével oppement asymptotique des sommes partielles d'une série; ce

L développement est donné & une constante pres.

[> readlib(eul ermac):

> eul ermac(l og(n)/n,n);

z(2,2)-

—I n(n)?- 1In(n) ___iln(n) 11 i+ 1 In(n)+ 137 1
n 1202 12 2 720 ¢ 120 15120 8
In(n) 3068 In(n)o
 E +o§lr18 - 5040~ 2
r> eulermac(1/ (n*l og(n)"2),n);
) 1 _Z_L 1 ) i 1 _Z_L 1 N 1 1 N 11 1
In(n)  2nin(n)> 12 ?In(n)> 6 n2In(n)® 120 n*In(n)?> 360 n*In(n)®
+i 1 +i 1 ] 1 1 ) 137 1 ) 5 1
20 In(n)*n* 301In(n)°>n* 252 nIn(n)> 7560 n°In(n)® 112 |n(n)*n®
) 17 1 ) E 1 ) i 1 L of 5040 ] 26136
252 In(n)°n® 84 1In(n)°n® 42 In(n)'n® g ntIn(n)> nélIn(n)®

78792 162456 235200 231840 141120 40320 0
Cn(n)*ré In(n)®m In(n)®n®  In(n)’n®  In(n)®ré In(n)°n®%

" 1l nevous reste plusquafaireletri (en particulier al'intérieur du grand O) et aréintroduire
L lasomme de la série dans |e cas d'une série convergente.
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