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1.A Maple, c’est quoi?

1.A.1 Définition rapide

Maple est un outil pour faire des calculs scientifiques.

Ces calculs peuvent étre menés d’un point de vue symbolique, numérique, graphique.
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Maple est aussi un langage de programmation.

Ce logiciel a été développé par des chercheurs de 'université de Waterloo au Canada et de
I'université ETH de Zurich.

Maple V, release 5.1 en est la version 5, sous-version 5.1.

1.A.2 La concurrence

D’autre produits analogues a Maple existent, notamment Derive, Mathematica, ou MuPad.
Actuellement, Maple est tres répandu dans ’enseignement en classes préparatoires.

Derive est un produit beaucoup plus simple que Maple et bien moins puissant, mais il demande
pour fonctionner des configurations moins évoluées que ses deux concurrents.

Mathematica est tres puissant mais aussi tres novateur : une syntaxe un peu contraignante,
ainsi qu’une prise en main plus difficile le rendent moins facile a enseigner que Maple.

MuPad est développé par I'université de Paderborn en Allemagne. Il est maintenant muni d’une
interface graphique développée en collaboration avec la société sciform. Ses performances sont
comparables a celles de Maple et son prix est tres attractif. On peut méme en télécharger une
version light gratuite...

1.A.3 Le fond et la forme

Il y a un double aspect dans Maple :

— D’une part ce qui concerne la syntaxe, ainsi que le nom des instructions et la nature des
résultats qu’elles produisent.

— D’autre part, comment tout cela est présenté a I’écran : les fenétres, les icones, les couleurs,
I'utilisation de la souris, etc.

On parle respectivement du moteur algébrique et de I'interface-utilisateur.

Maple a été adapté sur de tres nombreuses plateformes, et notamment sur les ordinateurs de
type compatibles PC sous Windows ou Unix.

Le moteur algébrique est pratiquement inchangé d’une plateforme a I'autre, ce qui permet a tous
les utiliseurs de parler le méme langage, alors que I'interface-utilisateur en dépend beaucoup.

1.A.4 Une session Maple

Une session de travail type avec Maple commence évidemment par le lancement du logiciel.
Sous Windows, un double clic rapide sur I'icone correspondante suffit.

Une “feuille de travail” (worksheet) vide est alors affichée a I’écran, et Maple est prét a travailler
en mode interactif : on lui donne des instructions au clavier, que ’on valide par la touche Entrée,
et il y répond de maniere appropriée.
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A tout moment, on peut fermer la feuille de travail, apres avoir éventuellement sauvegardé son
contenu.

On peut également charger une feuille de travail déja sauvegardée, notamment celles qui ac-
compagnent le logiciel et contenant des exemples d’utilisation.

On peut quitter Maple par 'une des instructions quit, done, stop. Le plus souvent cependant
on sélectionne l'option Ezit du menu File, ou avec la combinaison de touches Alt+F4.

Si on a modifié la feuille de travail depuis la derniere sauvegarde, Maple propose alors une
sauvegarde ; on répondra par la négative pour les feuilles constituées d’exemples d’utilisation
ou d’explications, et qui font partie du produit Maple.

1.A.5 Les connaissances de Maple

Elles sont bien sur assez colossales, mais elles ne sont chargées en mémoire qu’au fur et & mesure
des besoins de l'utilisateur.

Seule une faible partie, le noyau (kernel), est chargé des le départ.
La plus grande partie du savoir de Maple réside dans sa librairie (library).

Quand l'utilisateur emploie, pour la premiere fois depuis le chargement du logiciel, une ins-
truction figurant dans la librairie, les connaissances relatives a cette instruction sont chargées
automatiquement en mémoire et y restent pour toute la durée de la session, sauf redémarrage
par restart.

Il y a quelques exceptions, ou une instruction doit étre préalablement chargée par I'utilisateur ;
on utilisera alors 'instruction readlib.

Un autre gisement de connaissances réside dans les packages, qui sont des regroupements de
nouvelles fonctionnalités dans un domaine donné. Plusieurs packages font partie intégrante du
logiciel, notamment linalg qui traite d’algebre linéaire.

On peut créer ses propres packages, mais cela demande une bonne connaissance du logiciel.

Enfin on peut profiter des travaux réalisés par de nombreux utilisateurs expérimentés de Maple
en chargeant en mémoire les packages ou feuilles de travail du répertoire share.

1.A.6 Les performances de Maple
Dans tous les domaines des mathématiques qui nous concernent, elles sont impressionnantes.
Voici une liste tres limitative des possibilités de Maple :

— Calculs symboliques, donc sur des expressions contenant des variables sans contenu.
On peut par exemple développer (z + 2y)'Y | alors que = et y ne désignent qu’eux mémes.

— Calculs exacts sur les nombres entiers et rationnels, quelque soit leur taille.

— Calculs en précision infinie sur les nombres réels, pour les fonctions usuelles.
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— Possibilités étendues dans les domaines de I’algebre :
développements, factorisations, résolutions d’équations ou d’inéquations, calcul matriciel...

— Calcul différentiel : dérivation ou intégration symbolique ou numérique, résolution d’équa-
tions différentielles...

— Possibilités graphiques : tracés de courbes, de surfaces, dans différents modes, et possibilité
d’intervenir de maniere interactive sur ces tracés, en modifiant par exemple a la souris le
point de vue de l'utilisateur sur une surface.

— Un langage de programmation performant permettant d’automatiser des taches répétitives,
ou de mettre en place des taches assez complexes en les écrivant sous forme de programmes.

— Autres sujets : géométrie, statistiques, nombreux packages spécialisés, etc.
— Affichage des résultats en deux dimensions, sous la forme agréable du pretty-printing.

— etc!

1.A.7 Besoin d’aide?

L’utilisation de Maple demande de se conformer a une syntaxe assez stricte.

D’autre part il n’est pas facile de retenir le nom des centaines d’instructions disponibles, ainsi
que la maniere dont il faut les employer.

C’est pourquoi Maple est livré avec un systeme d’aide tres complet.

Pour obtenir une aide sur une instruction dont on connait le nom, comme par exemple expand,
on peut procéder de plusieurs manieres :

— ?expand (suivi de Entrée) affiche I’écran d’aide complet sur cette instruction.

— 77expand affiche la syntaxe : comment appeler expand, et avec quels parametres.

— 777expand affiche des exemples d’utilisation de l'instruction expand.

On peut également obtenir des aides sur des sujets entiers. Le mieux est alors de passer par le
menu Help, ou d’utiliser les raccourcis-clavier indiqués dans ce menu :

— Browser (F1) : Un systeme hiérarchisé vous permet d’explorer toutes les possibilités du
moteur algébrique de Maple, et en particulier de retrouver ou de découvrir les instructions
qui correspondent a un sujet particulier.

— Interface Help (Shift+F1) : Ce systeme d’aide renseigne sur l'interface-utilisateur (fenétres,
menus, icones, utilisation de la souris, etc.)

— Keyword Search (Shift+F2) : Ce systeme vous permet d’obtenir une aide sur un sujet parti-
culier ou plus général, a partir d’'un mot que vous étes invité a taper au clavier.
Maple affiche alors tous les sujets qui peuvent se rapporter a ce critere de recherche.
Il vous reste a choisir celui qui vous intéresse, mais attention : Maple parle anglais!

— Enfin Ctrl4+F1 propose une aide contextuelle, c’est-a-dire relative a la position du curseur :
si celui-ci se trouve sur le mot expand, I’écran d’aide correspondant est affiché.
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1.B Un petit tour de Maple

Voici un tres bref survol des possibilités du logiciel.

On ne trouvera ici qu’une infime partie de ce qu’il est possible de faire!

— On calcule “factorielle 100” et on met le résultat dans la variable n.

>n :=100!;
n = 93326215443944152681699238856266700490715968264381621468592963 \

89521759999322991560894146397615651828625369792082722375825 \
1185210916864000000000000000000000000

— On factorise maintenant ’entier n.

> ifactor(n) ;
(2)77 (3)* (5)** (M) (11)° (13)7 (17)° (19)° (23)* (29)* (31)* (37)% (41)* (43)* (47)* (53)
(59) (61) (67) (71) (73) (79) (83) (89) (97)

— Voici les 550 premieres décimales du nombre 7.

> evalf(Pi,550) ;

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923 \
07816406286208998628034825342117067982148086513282306647093 \
84460955058223172535940812848111745028410270193852110555964 \
46229489549303819644288109756659334461284756482337867831652 \
71201909145648566923460348610454326648213393607260249141273 \
72458700660631558817488152092096282925409171536436789259036 \
00113305305488204665213841469519415116094330572703657595919 \
53092186117381932611793105118548074462379962749567351885752 \
72489122793818301194912983367336244065664308602139494639522 \
4737190702180

— On calcule maintenant une somme de rationnels.

> Sum((-1)"k/k,k=1..100) : %=value(%) ;

% (—1)F  —47979622564155786918478609039662898122617

E 69720375229712477164533808935312303556800

k=1

— Voici quelques valeurs exactes de fonctions trigonométriques.

> sin(Pi/5), cos(Pi/8), tan(Pi/12) ;

iﬁ\/5—\/_,%\/2+\/§,2—\/§

— On place une expression polynomiale dans la variable p.

> p :=(x+alpha)* (2*x-3*beta) "2 ;

pi=(r+a)2z—305)
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— On développe le polynome p et on met le résultat dans la variable q.

> q :=expand(p) ;
g =42 - 1222+ 923 +4ar* —12a2 3+ 9a 2

— On factorise ¢ et on retrouve la forme initiale de p.

> factor(q) ;
(x+a) 2z —33)?

— Voici un nombre complexe, automatiquement simplifié par Maple.
> (2+3%I)°5/(7-2*%I)"3;

202340 119731
148877 148877

— On définit une expression f de la variable x.

> f :=tan(x)/x;

— Voici les dérivées premiere et seconde de f.
> g :=diff(f,x) ; h :=diff(g,x) ;

_ 14 tan(z)?  tan(x)

g:
x 2

tan(z) (1 + tan(x)?)

h:=2

— On réduit h = f” au dénominateur commun.
> normal (h) ;

tan(z) 2% + tan(x)3 22 — x — xtan(x)? + tan(z)

2 p

— Voici la limite de A = f” quand x tend vers 0.

> limit (h,x=0) ;
2
3

— On place une expression trigonométrique dans f.
On la linéarise puis on revient a la forme initiale.

> f :=cos(x)"7; g :=combine(f,trig) ; h :=expand(g) ;
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1 7 21
g :=—cos(7Tx)+ — cos(bx) + — cos(3x) + — cos(z)

64 64 64 64

h := cos(x)”
— Voici un calcul de primitive.

> Int(x"/sqrt(4-x72),x) : %=value(%) ;

3
| = de -
V4 — 2?
— Définissons une fonction f d’une variable.
> f :=x->(x-1)*exp(-sqrt(x+lambda)) ;
fi=x— (z—1)e Vet

— On calcule et on simplifie la dérivée de f.

Le résultat est converti en une fonction par I'instruction unapply.

> g :=unapply(simplify(diff (f(x),x)),x) ;

LeVatN (2o + X+ —1)

g = — —=

2 VI + A

— Voici I'ensemble des racines de la dérivée g de la fonction f.

> {solve(g(x)=0,x)};
(3—2vVZ+X 3+2V2+A)

— On applique f en chacun des points de cet ensemble.

> map(£,%) ;

—%:L‘Z\/4—£E2—§\/4—SU2

{(2 122+ )\) 6(7\/3+2x/2+)\+)\)’ (2 —2V2 + )\) e(f 372\/2+)\+)\)}

— On trouve la solution générale de I’équation différentielle xy’ + 3y = x.

> dsolve(x*diff (y(x),x)+3*y(x)=x,y(x)) ;

]

— On résout maintenant un systeme d’équations.
> solve({x"2+6*y=6,2*x+3*y=5},{x,y}) ;

7

1
{x 3 Y 9}, {fy=1,2=1}
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— On calcule la puissance quinzieme et I'inverse d’une matrice A d’ordre 2.

> A :=array([[1,-2],[3,1]]) ;evalm(A~5),evalm(A~(-1)) ;

o-[3 ]

1
121 38 7
{—57 121]’ —3
7

| = N

— On trace la représentation graphique de la courbe y = z cos .

> plot (x*cos(x)-1,x=-10..10) ;

24
o b e AN T 5 o 4de Vg

— Voici comment tracer simultanément plusieurs courbes y = f(z).

> plot({seq(cos(k*x),k=1..3)},x=-Pi..Pi) ;

-0.4
-0.6
-0.G

-1

— On trace maintenant la représentation d'une surface z = f(x,y).

> plot3d(x~3-x*y~2+x72-1,x=-2..2,y=-2..2) ;
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— Voici enfin le tracé d’une surface plus complexe.

> with(plots) :tubeplot([cos(2*t),sin(t),cos(3*t),t=0..2*P1,
radius=(1+cos(4*t)~2)/10,numpoints=100]) ;

1.C Syntaxe de base

1.C.1 Input et Ouput

On entre des lignes de saisie (Input) au clavier, et Maple y répond (OQutput).

Pour que Maple comprenne que cette ligne de saisie est complete, qu’elle doit étre prise en
compte et qu'une réponse doit lui étre apportée, deux conditions doivent étre réunies :

— Elle doit se terminer par I'un des deux caracteres : (deux-points) ou; (point-virgule).

— L’utilisateur doit appuyer sur la touche Entrée.
Pour évaluer cette ligne de saisie, on peut aussi la double-cliquer (deux clics rapprochés avec
le bouton gauche de la souris) en un point quelconque.

1.C.2 Lignes de saisie et lignes physiques

Une ligne de saisie débute par le caractere > appelé le prompt.
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Cette ligne logique peut cependant occuper plusieurs lignes physiques successives a ’écran.
La touche Entrée permet de continuer sur la ligne physique suivante.

La ligne de saisie ne sera pas analysée et évaluée par Maple tant qu’elle ne se terminera pas par
un des deux caracteres terminaux : ou ;. Tout au plus Maple vous préviendra par un message
que vous étes peut-étre en train d’oublier ce caractere.

On peut encore continuer la ligne de saisie sur la ligne physique suivante méme si le dernier
caractere significatif est : ou;
Dans ce cas on utilisera Shift+FEntrée, pour prévenir une évaluation prématurée.

Arrivé au bord droit de la feuille, la saisie continue automatiquement a la ligne suivante, et
dans ce cas le saut de ligne est non significatif.

On peut enfin forcer le passage a la ligne suivante a l'intérieur méme d’un mot, par exemple
un entier tres long. On utilisera dans ce cas le caractere \ (anti-slash) juste avant le passage a
la ligne (par Entrée ou mieux par Shift+FEntrée). Ce saut de ligne est alors non significatif.

Plus généralement, \ peut servir a améliorer la lisibilité d’un mot tres long, comme par exemple
découper un entier en blocs de trois chiffres. Un tel caractere \ ne sera pas interprété lors de I’
évaluation de la ligne de saisie. Enfin, si on tape \\ , le premier \ est ignoré et le deuxieme est
un caractere comme un autre.

1.C.3 Commentaires

Dans une ligne de saisie, on peut placer un commentaire.

On utilise pour cela le caractere # : tout ce qui suivra #, dans la ligne physique ot il se trouve,
sera ignoré lors de I’évaluation de la ligne de saisie.

Il y a une exception : a 'intérieur d’une chaine de caracteres délimitée par des ”, le caractere
# sera considéré comme faisant partie de la chaine.

1.C.4 Majuscules et minuscules

Dans 'analyse d'une ligne de saisie, Maple distingue les majuscules des minuscules.
L’exemple classique est la constante Pi (= 3.1415...) qu'il ne faudra pas écrire pi ou PI.

De méme diff et Diff sont deux instructions différentes de Maple.

1.C.5 Les séparateurs d’instructions : et ;

Une méme ligne de saisie est formée d’une ou de plusieurs instructions successives, séparées
par I'un des deux caracteres : ou;

Lors de I'évaluation de la ligne de commande (par Entrée, la derniére instruction se terminant
par : ouj), ces instructions sont interprétées et évaluées par Maple dans 'ordre ou elles se
trouvent. Seules celles qui se terminent par le caractere; (point-virgule) voient leur résultat
affiché a 1’écran.
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1.C.6 Géographie et historique des calculs

En mode interactif, alors que Maple attend vos ordres au clavier, la ligne logique courante est
celle ou se trouve le curseur.

En principe, une session de travail est constituée d’une suite de lignes de saisie auxquelles Maple
a apporté des réponses, selon un schéma saisiel-réponsel-saisie2-réponse2-etc. qui correspond
a ’historique des calculs.

Il est possible de déplacer le curseur d'un point a un autre de la feuille de travail (au clavier
avec les touches de déplacement, ou avec la souris).

On peut ainsi revenir sur une ligne de commande précédente (et '’évaluer de nouveau par
Entrée, apres 'avoir en général modifiée), ce qui rompt le parallélisme entre I’historique des
calculs et ce qui apparait affiché a I’écran (la géographie).

1.C.7 La fonction %

Dans une nouvelle instruction, il est souvent utile de se référer au dernier résultat calculé par
Maple. Plutot que de recopier ce résultat au clavier, on peut se servir de la fonction %.

Le résultat renvoyé par % est celui de la derniére instruction exécutée par Maple, que ce résultat
ait été affiché ou non, c’est-a~-dire que cette derniere instruction se termine par; ou :

On peut méme utiliser %% ou %%% qui contiennent respectivement ’avant-dernier résultat
calculé ou I'avant-avant-dernier (I'antépénultieme).

Attention : quand on parle du dernier calcul (ou de 'avant-dernier, etc.) on se réfere a ’histo-
rique qui peut différer de la succession physique des lignes a 1’écran.

Si I'instruction qui utilise % est la premicre d’une ligne de saisie, le contenu de % désigne le
résultat calculé de la derniere instruction de la ligne de saisie précédente au sens de I’historique,
qui peut étre différente de la ligne de saisie située au-dessus a 1’écran.

Si linstruction qui utilise % n’est pas la premiere de sa ligne de saisie, % désigne le dernier
résultat calculé dans cette méme ligne de saisie. Dans ce cas le risque d’erreur sur I’historique
est moins important.

Pour compliquer un peu la situation, certaines instructions, assez rares heureusement, n’ont
pas d’influence sur I'historique : le résultat qu’elles produisent ne remplace en effet pas celui
qui est contenu dans %.

11 s’agit par exemple des commandes d’affichage print et lprint (linear print), cette derniere
affichant un résultat en mode linéaire, c¢’est-a-dire sans le pretty-print habituel.

L’intérét de %, %% ou %%% est d’éviter de stocker dans des variables des résultats trés récents
et qui doivent eétre immédiatement réutilisés mais qui deviennent inutiles ensuite.

Attention : avant la version 5.1 du logiciel, le caractere utilisé pour désigner le résultat précédent
était ” et non %. Le caractere ” désigne maintenant les délimiteurs de chaines de caracteres
(avant on utilisait I’accent grave ).
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1.C.8 Fonctions et arguments

Dans I'expression expand((x+1)"2,x), on dit que expand est une fonction et que ses arguments
sont (z+1)"2 et z. Le résultat renvoyé (on dit aussi retourné) par cette fonction, avec ces
arguments, est 2% + 2z + 1.

La liste (éventuellement vide) des arguments d’une fonction devra toujours étre placée entre
parentheses.

Une expression comme z(y+1) peut préter a confusion : est-ce la fonction nommée z appelée
avec I'argument y+1, ou le produit de la variable x par I'expression y+17?

Pour lever ce genre d’ambiguité, le signe de multiplication * est toujours obligatoire (méme si
le risque n’existe pas : on écrira par exemple 2%z et non pas 2z).

Pour des raisons d’esthétique, ces caracteres * ne seront pas affichés dans les résultats.

1.C.9 Les signes := et =

L’une des principales instructions de Maple est ’affectation, qui consiste a stocker un résultat
dans une variable (c’est-a-dire & donner un nom a ce résultat) et qui utilise le symbole :=
(comme en Pascal).

La forme de cette instruction est donc : nom := expression

Le signe = sert a former des équations commme solve(exp(x)=3*x,x)) ou des égalités qui pour-
ront étre testées dans un contexte booléen (par exemple dans un test : if a = b then...).

1.C.10 Faire le ménage

Au cours d’une session de travail, on est amené a stocker des résultats dans des variables.

Certains noms sont alors affectés et d’autres ne le sont pas, et il n’est pas toujours facile de
s’en souvenir, ce qui peut occasionner des problemes.

On peut alors repartir a zéro de deux manieres, en excluant 1'idée saugrenue de carrément
quitter le logiciel pour y revenir.
— On peut fermer la feuille de calcul en cours et en ouvrir une autre.

— On peut utiliser U'instruction restart : c¢’est préférable.

1.C.11 Un petit test

Imaginez les réponses (et précisez quand celles-ci sont des messages d’erreur) a chacune des
lignes de saisie suivantes. Comparer ensuite avec les réponses effectivement données par Maple,
et justifiez les réactions du logiciel.

Dans certaines des lignes de saisie ci-dessous, on trouvera l'instruction restart, qui permet de
s’assurer que toutes les variables sont préalablement désassignées, c’est-a-dire n’ont plus de
contenu.
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’ QUESTION 1 ‘

>2 0 %Al B*2 0 hhth  hhhthhth ;

| QUESTION 2]

> print(273)

| QUESTION 3|

> 2 @ print(2°3) : %+10;

’ QUESTION 4 ‘

>x =2 :y :=3 : x(y+1) ;

| QUESTION 5|

> x :=5 : print(2x)

| QUESTION 6|

> restart : x :=2 : y :=5 : Xx(Y+1);

’ QUESTION 7 ‘

>x =7 :y :=3 ! X+ty+xy;

| QUESTION 8]

> restart : x=2 : y :=x : x+3*y;

| QUESTION 9|

> x :=b # Ici on appuye sur Shift+Enter

2°x;

| QUESTION 10

> x =10 : Y% ;# y =x+3; x*y;

| QuEsTION 11|

> restart : x=7\ # Ici on appuye sur Shift+Enter
4+y ;
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1.C.12 Réponses au test

REPONSE 1

La réponse de Maple est
3

16

L’entier 2 est évalué mais n’est pas affiché car il est suivi de : et non de;

Le résultat 2 va dans %, l'expression % + 1 s’évalue en 3, qui est affiché.
L’expression suivante, % + 2, s’évalue en 3 + 2 = 5. Le résultat n’est pas affiché.
A ce moment % =5 et %% = 3. L’expression %% + % s’evalue donc en 3 + 5 = 8.
Apres ce résultat non affiché, % =8, %% = 5, et %%% = 3.

La derniere expression %% % + %% + % s’évalue donc en 3+ 5 4+ 8 = 16.

REPONSE 2

La réponse de Maple est
8

S’il y a affichage, malgré le caractere :, c’est parce qu’il s’agit de I'instruction print.

REPONSE 3

La réponse de Maple est
8

12

L’entier 2 est évalué, mais non affiché. Il devient le contenu de %.

Ensuite l'instruction print affiche la valeur de 23, c’est-a-dire 8.

Mais, parce que print n’agit pas sur I’historique, ce résultat ne vas pas dans %.
Il est donc normal que la derniere instruction s’évalue en 2 + 10 = 12.

REPONSE 4

La réponse de Maple est
2

Les deux premieres instructions placent 2 dans x, puis 3 dans y.
Ces valeurs ne sont pas affichées a cause des caracteres : terminaux.

Dans la troisieme instruction, Maple pense que x(y + 1) désigne la valeur en y + 1,
donc en 4, de la fonction nommée x.

Mais cette fonction z est en fait la fonction constante 2, d’ou le résultat.
Pour afficher la valeur du produit z(y + 1), il faut valider x * (y + 1).
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REPONSE 5

La réponse de Maple est
missing operator or ;¢
La premiere instruction place 5 dans la variable x. Le résultat n’est pas affiché.

La deuxieéme contient une erreur de syntaxe : il aurait fallu écrire print(2 * x).

REPONSE 6

La réponse de Maple est
X (Y +1)
Maple place 2 dans z, puis 5 dans y, sans rien afficher.
Comme restart a tout réinitialisé, X et Y ne contiennent rien.
Il est donc normal que I'évaluation de X * (Y + 1) renvoie cette expression inchangée.
On retiendra que Maple différencie les majuscules et les minuscules.

REPONSE 7

La réponse de Maple est
10 + zy
Maple place 7 dans x, puis 3 dans y, sans rien afficher.
Pour lui, xy désigne un nom de variable, et non pas le produit de x par y.
Or il n’y a rien dans cette variable.
x +y + zy s’évalue donc en 7+ 3 4+ xy = 10 + zy.

REPONSE 8

La réponse de Maple est

4o
L’instruction restart vide le contenu de toutes les variables.
L’instruction x = 2 désigne une simple égalité et non pas 'affectation x := 2.
Il n’y a donc toujours rien dans x, et y := x place le nom x dans la variable y.
L’expression x + 3 *x y s’évalue donc en x + 3x, donc en 4.

REPONSE 9

La réponse de Maple est

unexpected number

En effet le saut de ligne compte comme un séparateur, comme une espace.
Or Maple n’accepte pas que deux chiffres soient séparés pas une espace.

REPONSE 10

La réponse de Maple est
100

A Tlissue de la premiere instruction, z et % contiennent 10.
La deuxiéme instruction évalue et affiche % x % = 10 = 10 = 100.
A cause de #, tout ce qui suit est ignoré car considéré comme un commentaire.
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REPONSE 11

La réponse de Maple est
r=T4+vy

Le caractere “ lie les deux lignes.
Tout se passe donc comme si on avait entré I'unique ligne x = 74 4 y.
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2.A Noms, variables

2.A.1 Les noms dans Maple

Les nmoms, au sens ou nous l’entendrons ici, servent a former des mots, des messages, ou a
nommer des objets. On rappelle que Maple différencie les majuscules des minuscules.

Un nom débute en général par une lettre suivie éventuellement par des lettres ou des chiffres.
Le caractere de soulignement _ peut également figurer dans un nom, a n’importe quelle position.

Mais on évitera de le placer au début car Maple utilise de tels noms pour son usage interne.

Jean-Michel Ferrard ~ www.mathprepa.com 11 aotit 2001 Page 19


file:www.mathprepa.com

Principaux éléments du langage

2.A.2 Utilisation des caracteres *
On peut en fait former un nom avec des caractéres quelconques notamment des espaces, ou des
caracteres particuliers comme *, 7, +, etc.

11 suffit pour cela de débuter et de terminer le nom par le caractere  (accent grave).

«

Il est méme possible d’utiliser ce caractere © dans le nom, a condition de le doubler en

Les accents graves ‘ n’apparaissent que lors de la création du nom. Ils ne sont ensuite plus
affichés, et ils ne comptent pas dans la longueur du nom. Ils sont indispensables pour créer
des noms contenant des caractéres ni alphabétiques ni numériques (par exemple des caracteres
accentués!), ou débutant par un chiffre.

Dans le cas ot les accents graves ne sont pas a priori indispensables, ils permettent de s’assurer
que le nom sera bien interprété comme tel par Maple. Par exemple ‘expand‘ est un nom qui ne
risque pas d’étre interprété comme un appel a la fonction intégrée expand.

Pour obtenir un accent grave au clavier, on pourra utiliser la combinaison de touches AltGr+7
suivie d'un appui sur la barre d’espacement. Cet appui sur espace n’est vraiment indispensable
que lorsque l'accent grave précede une lettre comme a, e, i, 0, u, pour éviter que ne soit créée
une lettre accentuée.

Dans tous les cas la taille maximum d’un nom est de 499 caracteéres.

2.A.3 Passage a la ligne dans un nom

Meéme si ce n’est pas tres courant on peut placer un saut de ligne (par Entrée ou Shift+Entrée)
dans un nom nécessairement débutant par ‘.

On n’omettra pas cependant de clore ce nom par un autre accent grave, sans quoi toute nouvelle
ligne serait encore considérée comme une continuation du nom (un message de Maple permet
de s’en rendre compte).

Si on arrive en fin de ligne a 1’écran et si le nom n’est pas encore terminé, il y a saut a la ligne
automatique, qui ne sera pas considéré comme faisant partie du nom.

On peut également forcer le passage a la ligne en utilisant le caracteére \ (qui sera ignoré dans
la formation du nom). Enfin pour qu'un caractere \ apparaisse effectivement dans un nom, il
faut le doubler en \\.

2.A.4 Noms de variable

Il est tres souvent utile de mémoriser un résultat en lui donnant un nom.

N’importe quelle chaine de caracteres peut alors étre utilisée pour ce nom, mais il est re-
commandé, pour des raisons de lisibilité, de se limiter a des noms débutant par un caractere
alphabétique (lettre) suivi éventuellement par des lettres, des chiffres ou des caracteres de sou-
lignement.

On ne peut donner un nom a un résultat si ce nom est également celui d’une instruction intégrée
de Maple.
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2.A.5 Assignation et désassignation

L’opération qui consiste a associer un résultat a un nom est 1’ assignation (ou encore affectation),
qui utilise le double caractere :=.

La syntaxe est donc name := expr.

Ici expr peut étre une expression quelconque, qui est d’abord évaluée avant de faire 'objet de
cette assignation. Dans toute la suite de la session (sauf évidemment si on affecte un nouveau
résultat a name), le nom name sera toujours remplacé par cette valeur de ezpr.

Quand une instruction name := expr; (bien noter le point-virgule) est exécutée, Maple affiche
quelque chose comme name := valeur_de_expr.

Que l'instruction se termine par ; (point-virgule) ou par : (deux-points), le contenu de la fonction
% est valeur_de_expr.

Par exemple :
> x :=2"5; Y+l
=32
33

Tant qu'un nom comme name n’a pas subi une affectation particuliere, il continue a ne désigner
que lui-méme. On peut alors considérer name comme une variable formelle (symbolique), c’est-
a-dire une variable au sens mathématique habituel.

Une des grandes forces de Maple est de pouvoir traiter, manipuler et simplifier des expressions
contenant de tels noms formels.

Pour désassigner un nom comme name, on exécutera l'instruction name := 'name’ (on notera
I'utilisation d’apostrophes), ce qui aura pour conséquence que le nom name ne pointera (jusqu’a
nouvel ordre) que sur lui-méme : il aura ainsi retrouvé son statut de variable formelle.

On rappelle que l'instruction restart permet de redémarrer compléetement la session de travail
et en particulier de désassigner tous les noms de variables qu’aurait créés 1'utilisateur.

2.A.6 Noms obtenus par concaténation

On peut former des noms a partir d’autres noms, par concaténation.
L’opérateur utilisé est le point (.).

Par exemple, 'expression x.1 sera évaluée en x1, et A.i.j sera évaluée en le nom Aij. Dans cette
derniere construction on suppose que les variables i et j ne sont pas assignées, car sinon les
noms i et j seraient d’abord évalués avant la concaténation.

Dans la création d’'un nom par concaténation, le nom le plus a gauche n’est jamais évalué.

Exemple :

> restart : A :=1 : i :=2 : j :=3 : A.i.j :=10; A.k :=100;
A23 =10
Ak =100
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2.A.7 Lettres grecques

Les lettres grecques sont saisies sous la forme alpha, beta, gamma, lambda, mu, epsilon, pi, etc.,
mais Maple les affiche avec le caractere correspondant de ’alphabet grec.

Par exemple :

> alpha,beta,delta,gamma,lambda,epsilon,mu,nu,pi,phi,rho,sigma,theta;

a’/8767’y7A7€7M7V77T7¢7p70-79

2.A.8 Evaluation récursive d’une expression

Quand une expression expr est évaluée (par exemple lors d’une assignation name := expr), les
noms assignés qu’elle contient sont évalués. Il se peut que le contenu d’un de ces noms soit
lui-méme une expression contenant des noms assignés. Ceux-ci sont a leur tout évalués.

On voit donc se mettre en place une évaluation récursive, jusqu’a ce que les noms qui appa-
raissent ne soient plus assignés (c’est-a-dire ne désignent qu’eux-mémes).

Par exemple :

> restart : y :=3*x+1 : x :=2%z : xty+z;
9z+1

Il y a une exception a cette regle de 1’évaluation récursive complete, pour ce qui concerne les
objets réputés volumineux que sont les tables et les procédures, que I'on verra plus tard. Dans
ce cas l'évaluation en chaine cesse sur le dernier nom avant que n’apparaisse la table ou la
procédure.

2.A.9 Test 1

Imaginez les réponses (et précisez quand celles-ci sont des messages d’erreur) a chacune des
lignes de saisie suivantes. Comparer ensuite avec les réponses effectivement données par Maple,
et justifiez les réactions du logiciel.

Dans certaines des lignes de saisie ci-dessous, on trouvera l'instruction restart, qui permet de
s’assurer que toutes les variables sont préalablement désassignées (c’est-a-dire n’ont plus de
contenu,).

| QUESTION 1.1

> restart : x =y : y :=1 : x;

’QUESTION 1.2‘
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’QUESTION 1.3‘

>x =1 . x :=x+1 : x;

| QUESTION 1.4

> restart : x :=x+1 : x;

]QUESTION 1.5\

> restart : x :=2%y : y=1 : x;

’QUESTION 1.6‘

> restart : x :=2%y : y :=3%z : u :=x+1 : x :=4 : u;

| QUESTION 1.7

> restart : x :=2%y : y :=z+l : z =x+y @ u :=3%z;

’QUESTION 1.8‘

> restart : y :=10*x : x =1 : y; x :='x’ : y;

’QUESTION 1.9\

>y =4 : x :=l+y : x-y; x :=‘1+y° : x-y;

| QUESTION 1.10]

>x =3 !y :=X.X; V =Y.y ;

’QUESTION 1.11 ‘

> x =4 1 x+x-2;

| QUESTION 1.12]

> x :=4 # Ici, on appuie sur Shift+Enter
x+1 ;
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2.A.10 Réponses au test 1

’ REPONSE 1.1 \

La réponse de Maple est

restart réinitialise toutes les variables.
On met d’abord le nom y dans la variable x, puis la valeur 1 dans la variable y.

Dans la derniere instruction, la variable x s’évalue en y, qui s’évalue en 1.

REPONSE 1.2

La réponse de Maple est
1

On met 1 dans y, puis le contenu de y (donc 1) dans x.
On place ensuite 2 dans x, mais y reste inchangé.
La derniere instruction renvoie le contenu de x, c¢’est-a-dire 1.

REPONSE 1.3

La réponse de Maple est
2

La premiere instruction place 1 dans la variable x.
L’expression x 4 1 s’évalue alors en 2, et ce résultat est placé dans x.
La derniere instruction se contente d’évaluer et d’afficher le contenu de x.

REPONSE 1.4

La réponse de Maple est

Warning, recursive definition of name

Error, too many levels of recursion

L’instruction restart vide toutes les variables, et notamment x.

L’expression x + 1 est ensuite placée dans la variable x.

Maple ne proteste pour Iinstant que par un message de mise en garde (warning).
En revanche ’évaluation du contenu de x provoque une erreur (récursion infinie.)
En effet x s’évaluerait en x + 1, qui s’évaluerait ensuite en (x 4+ 1) + 1 = = + 2, etc.

REPONSE 1.5

La réponse de Maple est
2y
On place I'expression 2y dans la variable x, puis 1 dans la variable y.
L’évaluation de x conduit donc a 2y puis finalement a 2 x 1 = 2, seul résultat affiché.
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REPONSE 1.6

La réponse de Maple est
6z+1
On place I'expression 2y dans la variable x, puis 'expression 3z dans la variable y.
L’expression x + 1 s’évalue alors en 2y + 1 puis en 6z + 1.
C’est ce résultat qui est placé dans la variable u.
Ensuite on place la valeur 4 dans la variable x.
Mais u contient toujours ’expression 6z + 1, d’ou le résultat.

REPONSE 1.7

La réponse de Maple est

Warning, recursive definition of name

Error, too many levels of recursion

On place 2y dans la variable x puis z + 1 dans la variable y.

L’expression = + y s’évalue alors en 2y + z + 1 puis en 3(z + 1).

Cette expression, dépendant de z, est ensuite placée dans la variable z.

C’est la raison du premier message d’avertissement.

Enfin I’évaluation de I'expression 3z conduit a une erreur de récursion infinie.
En effet 3z s’évalue en 9(z + 1), puis en 9(3(z + 1) + 1), etc.

REPONSE 1.8

La réponse de Maple est
10

10z

On place 10z dans y et 1 dans x; y s’évalue alors en 10z = 10.
Ensuite on vide la variable x de son contenu.
La variable y s’évalue toujours en 10z, mais cela s’arréte la.

REPONSE 1.9

La réponse de Maple est
1

1+y—4

On met 4 dans la variable y, puis 1 + y, et donc 5, dans la variable x.

Il est donc normal que x — y s’évalue en 5 — 4 = 1.

Ensuite on place le nom 1+y dans la variable x.

x — y s’évalue alors en ‘1y‘—4, sauf que les caracteres ‘ ne sont pas affichés.
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REPONSE 1.10

La réponse de Maple est
Yy i=x3

Y= yx3
On met 3 dans x. Puis on forme le nom z - = par concaténation de deux noms .
Le deuxieme z s’évalue, mais pas le premier.

Le nom z - z s’évalue donc en le nom x3, et ce résultat va dans la variable y.
Par concaténation, le nom y - y s’évalue en yx3, suite a I’évaluation du deuxieme y.

REPONSE 1.11

La réponse de Maple est
2 =2
On met le nom vide dans la variable x.
L’expression x + x — 2 se simplifie en 2z — 2 qui s’évalue en 2“ — 2.
C’est ce résultat qui est affiché, a 'exception des caracteres ‘.
En tout cas le résultat final n’est pas la différence 2 — 2 qui se simplifierait en 0.

REPONSE 1.12

La réponse de Maple est

Warning, incomplete quoted name; use ¢ to end the name

A la premiere ligne débute la création d’'un nom débutant par le chiffre 4.

Le saut de ligne est considéré comme un caractere de ce nom.

Quand la deuxiéme ligne est validée, elle est traitée par Maple (caractere terminal ;).
A ce moment, Maple constate I’absence du second ‘ pour terminer le nom.

2.B Nombres et constantes

2.B.1 Nombres entiers

Maple effectue des calculs sur les nombres entiers relatifs de maniere exacte, c¢’est-a-dire avec
autant de chiffres que nécessaire.

Rappelons qu'un entier tres long peut étre découpé en tranches par des caracteres \.

Ceux-ci sont ensuite ignorés par Maple.

Les caracteres \ sont utilisés par Maple lui-méme pour afficher les entiers qui ne tiennent pas
sur une seule ligne, a raison d’un caractere \ par saut de ligne.
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2.B.2 Nombres rationnels
a
Les nombres rationnels sont les quotients r = 7 de deux entiers relatifs, b étant non nul.

Quand un tel rationnel r est évalué, il est automatiquement simplifié en un entier si b divise a,

. . & , . , . .-
et sinon en un rationnel —, ¢ et d étant premiers entre eux, et d étant strictement positif.

d

Les calculs arithmétiques sur les rationnels, en particulier les mises au dénominateur commun,
sont automatiquement effectués.

2.B.3 Nombres réels

Un nombre est au format réel s’il contient un point décimal, éventuellement a la fin : par
exemple 5. est un nombre réel alors que 5 est un nombre entier.

Les calculs sur les nombres réels peuvent étre effectués avec autant de décimales que nécessaire :
cela dépend du contenu de la variable Digits (attention & la majuscule D), automatiquement
créée par Maple et qui désigne précisément le nombre de décimales a utiliser. Par défaut, Digits
contient 10. On peut le modifier a tout moment.

Dans une expression contenant a la fois des entiers (ou des rationnels) et des réels, tous les
nombres sont convertis en nombres réels : on peut donc dire que les réels sont contagieuz.

Une autre maniére de créer un nombre réel est d’écrire Float(mantisse,exposant), ce qui produit
le nombre réel mantisse x 109¥Posant,

2.B.4 Evaluation forcée au format réel

Il est toujours possible de forcer le passage en format réel d’'une expression expr dont la valeur
est entiere ou rationnelle, ou qui contient des constantes symboliques comme Pi par exemple.
On utilise pour cela U'instruction evalf (littéralement eval to float).

La syntaxe est evalf(expr) si on veut une évaluation avec Digits décimales, ou evalf(expr,n) si
on veut une évaluation avec n décimales : n désigne ici un entier ou une expression s’évaluant
sur un entier. Dans expr, tous les éléments qui ne peuvent étre évalués en des nombres réels
restent alors inchangés.

2.B.5 Nombres complexes

Maple nomme I (attention a la majuscule!) le complexe de module 1 et d’argument %

Un nombre complexe est alors une expression a + b * I, ou a et b sont réels ou rationnels.
Pour Maple, I n’est pas considéré comme une constante, mais comme un synonyme de v/—1.
L’expression I? est automatiquement simplifiée en sa valeur —1.

L’instruction evalc (littéralement eval to complex) peut étre utilisée pour évaluer une expression
expr dont on on sait qu’elle représente un nombre complexe, en ’écrivant sous forme cartésienne
a-+ Ixb,ouaetbsont des expressions a valeurs réelles.

Le point essentiel est que les noms non assignés qui figureraient dans expr seront considérés
par evalc comme ayant un contenu réel.
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2.B.6 Constantes symboliques

Maple définit lui-méme un certain nombre de constantes.

On trouve leur séquence dans la variable globale constants :

> lprint(constants) ; constants; evalf (%) ;

false gamma infinity true Catalan FAIL Pi

false, v, oo, true, Catalan, FAIL, ©

false, 5772156649, oo, true, .9159655942, FAIL, 3.141592654

On peut définir de nouvelles constantes symboliques en ajoutant leurs noms a la séquence
contenue dans la variable constants.

Ces noms peuvent étre déja assignés ou non. Dans tous les cas, on peut ensuite modifier le
contenu affecté a ces noms, méme si ¢a n’est pas tres logique pour des constantes!

> j =1 : k :=’k’ : constants :=comnstants,’j’,k; j :=2;

constants := false, v, oo, true, Catalan, FAIL, 7, j, k

ji=2

2.B.7 Expressions constantes

Une expression expr est de type constant si sa valeur s’écrit a partir de constantes symboliques
ou de nombres, par des opérations de sommation, produit, quotient, exponentiation, ou en
utilisant des fonctions dont les arguments sont constants.

Si par exemple le résultat de expr apres évaluation contient un nom qui n’est pas affecté et qui
n’a pas été déclaré comme constante symbolique, alors expr n’est pas de type constant.

Meéme si une expression n’est pas de type constant, il arrive fréquemment que certaines de ses
sous-expressions soient de ce type.

2.B.8 Fonctions avec arguments constants

L’appel & une fonction func nécessitant n arguments s’écrit func(argy,args, . ..,arg,). Cette
expression peut a elle seule constituer une instruction, ou elle peut étre le membre droit d’une
assignation name := func(...).

Dans les deux cas cette expression doit étre évaluée.

Pour cela il faut évaluer chacun des arguments (on aboutit a leurs valeurs valy, vals, etc.), puis
calculer si possible I'image func(valy,vals, . .., valy,).

Ce schéma tres général recouvre des mécanismes complexes et il y a des exceptions.
Plagons nous par exemple dans le cas d'une fonction numérique usuelle func qui ne nécessite

qu'un seul argument, comme la fonction sin (sinus) ou la fonction sqrt (racine carrée). Si
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I’argument arg de la fonction func est une constante, ou plutot s’il a une valeur val constante,
tout dépend de la nature de cette constante.

Si cette valeur val est un nombre au format réel, alors la valeur func(val) est effectivement
calculée de maniere approchée avec la précision définie par Digits, a moins qu’on ne modifie
cette précision avec la syntaxe evalf(func(arg),n), ou n est un entier.

Si val est une constante ne contenant pas de nombres réels mais des entiers, des rationnels, des
constantes symboliques, ou des complexes a + I * b avec les mémes conditions sur a et b, alors
func(val) n’est pas évalué a moins que le résultat ne soit plus simple que l'original.

Cette notion de simplicité est vague mais concerne surtout ici les valeurs classiques comme
exp0, In1, sin g, les racines carrées d’entiers, etc. Certaines propriétés (périodicité, parité ou
imparité, etc.) des fonctions usuelles seront donc automatiquement utilisées dans ce processus
de simplification.

Il est toujours possible de forcer I’évaluation vers le format réel en utilisant 'instruction evalf
avec un deuxieme argument éventuel n pour demander n décimales.

2.B.9 Test 2

Imaginez les réponses a chacune des lignes de saisie suivantes. Comparer ensuite avec ce que
répond effectivement Maple, et justifiez les réactions du logiciel.

Dans certaines des lignes de saisie ci-dessous, on trouvera l'instruction restart, qui permet de
s’assurer que toutes les variables sont préalablement désassignées c’est-a-dire n’ont plus de
contenu, ou encore que la variable globale Digits contient bien 10, sa valeur par défaut.

Rappel : si expry, exprs, ..., expr, sont des expressions, I'instruction :
expry, erpry, ..., €TPTry ;

provoque un affichage des valeurs de ces expressions sur une méme ligne (si possible), alors que
la ligne de saisie
ExTPry; €TPre; .. ; ETPTy

affiche ces valeurs a raison d’un résultat par ligne.

’QUESTION 2.1 ‘

> 107100 ;

| QUESTION 2.2

> Float(1,100), 10°100-Float(1,100) ;

| QUESTION 2.3

> 1+2/10+3/100+4/1000 ;
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’QUESTION 2.4‘

> 1/5+5-5.0, 1/5+0.0, 1/5%1.;

’QUESTION 2.5‘

> restart : x :=1/3 : y :=evalf(}%) : y, evalf(%,15), evalf(x,15) ;

]QUESTION 2.6\

> restart : (a+I)"2, (1+I)°2, exp(I*Pi/2) ;

’QUESTION 2.7‘

> restart : exp(l+Ixalpha) : %, evalc(%) ;

| QUESTION 2.8

> restart : cos(pi) : %, evalf(’), sigma*psixtheta

’QUESTION 2.9‘

> restart : cos(-x), sin(-x), cos(x+37*Pi), cos(x+Pi/2) ;

’QUESTION 2.10‘

> x :=(sqrt(2)-1)"2 : x, expand(x), evalf(x) ;

| QUESTION 2.11]

> cos(Pi/2), cos(Pi~2), exp(1l), exp(2), 1n(1), 1n(372);

’QUESTION 2.12‘

> 1n(e), 1ln(exp(1)), evalf(e), evalf(exp(l));
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2.B.10 Réponses au test 2

| REPONSE 2.1

La réponse de Maple est

10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 \
000000000000000000000000000000000000

| REPONSE 2.2

La réponse de Maple est
110 0
Float(1,100) désigne 10'% mais au format réel.
Dans 10°100-Float (1,100), I'entier 10'% est converti au format réel.

La différence est donc 0 de manieére exacte.

REPONSE 2.3 \

La réponse de Maple est

617
500
1234 617
Le calcul donne le rationnel 1,234 = 1000’ automatiquement simplifié en =00°

REPONSE 2.4

La réponse de Maple est
.200000000, %, .2000000000

1
Le premier résultat est 5 converti au format réel a cause de la présence du réel 5.0
Dans ’expression suivante, le réel 0.0 est automatiquement éliminé.
1
C’est pourquoi le résultat est encore £ au format exact.

Dans la troisieme expression, le produit par le réel 1.0 force le passage au mode réel.
C’est pourquoi le troisieme résultat est le réel 0.2.

REPONSE 2.5

La réponse de Maple est

3333333333, .3333333333, .333333333333333

1
On met le rationnel 3 dans la variable x, et aussi dans %.

1
evalf(%) s’évalue en la forme réelle de 3 avec les 10 décimales par défaut.

C’est ce résultat qui va alors dans la variable y et dans %.
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Il est alors normal que ’évaluation de y renvoie .3333333333
evalf(%, 15) voudrait exprimer avec 15 décimales un réel qui n’en contient que 10.
Il est donc normal que evalf(%, 15) renvoie encore .3333333333

1
En revanche evalf(x, 15) évalue le contenu de x, donc 3 avec 15 décimales.

Le résultat est donc .333333333333333 (compter le nombre de 3).

| REPONSE 2.6

La réponse de Maple est

(a+1)% 21,1
(a +1)? n’est pas automatiquement simplifié car on ne sait rien sur le contenu de a.
Mais (1 + 7)? est évalué et simplifié en 2i.

De méme, Maple simplifie exp 5 en i de maniere automatique.

| REPONSE 2.7

La réponse de Maple est

1H12) "6 cos(ar) + I esin(a)

el
Maple laisse inchangée 'expression exp(1 + i), car on ne sait rien de a.
En revanche, I'instruction evalc présuppose que le contenu de « est réel.

Le résultat est alors développé sous forme cartésienne a + b.

REPONSE 2.8

La réponse de Maple est

cos(m), cos(m), o1 teta
Pour Maple la constante mathématique 7 s’écrit Pi.
Elle ne s’ecrit donc ni PI, ni pi.
C’est pourquoi Maple refuse de simplifier ou d’évaluer numériquement cos(pi).
Ce qui rend la faute difficile a voir, c’est que pi et Pi s’affichent tous deux en 7.
Enfin, on voit comment Maple reconnait et affiche en grec les lettres o et 1.

En revanche, la lettre grecque 0 (theta), mal orthographiée, n’est pas reconnue.

REPONSE 2.9

La réponse de Maple est
cos(x), —sin(x), — cos(x), — sin(x)

Maple sait que les fonctions cos et sin sont I'une paire et ’autre impaire.
Il sait aussi qu’elles sont 2m-périodiques.
Il connait aussi la formule cos(z + §) = —sinx (entre autres. . .).

Cela explique que Maple ait automatiquement simplifié ces expressions.
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REPONSE 2.10

La réponse de Maple est
(V2 —1)?, 322, 1715728749

On sait que par exemple (I — 1)? est automatiquement développé.
On voit qu’il n’en est rien avec (v/2 — 1)2. 1l suffit de le savoir.

REPONSE 2.11

La réponse de Maple est
0, cos(m?), e, €%, 0, In(9)

REPONSE 2.12

La réponse de Maple est
In(e), 1, e, 2.718281828

On voit que pour Maple la lettre e ne désigne pas la constante mathématique homonyme.
Pour y faire référence, il faut utiliser 1’expression exp(1).

2.C Opérateurs

2.C.1 Types d’opérateurs

Un opérateur représente une opération a effectuer sur un ou deux arguments.

On distingue les opérateurs unaires (un seul argument) des opérateurs binaires (deux argu-
ments). Les opérateurs unaires seront dits préfizés ou postfizés selon qu’il précedent ou suivent
leur argument.

Les opérateurs binaires seront dits infizés car ils séparent leurs deux arguments.

Nous considérerons surtout les opérateurs arithmétiques, logiques, ou de relation.

2.C.2 Opérateurs arithmétiques
Ils sont tres utilisés, car ils servent a former toutes sortes d’expressions algébriques.
Dans la catégorie unaire, on trouve :

: préfixé, mais sans effet. Il disparait a ’affichage.
[-]: préfixé. C’est le changement de signe. Ne pas le confondre avec la soustraction.

[ 1] postfixé. C'est la factorielle. Par exemple 3! vaut 3 * 2 = 6 et 3!! vaut 6! = 720.

L’argument de la factorielle ne doit pas étre négatif.

Dans la catégorie binaire, on trouve :
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: c’est I'addition, toujours commutative et associative.
On peut considérer des sommes a + b+ ¢ + - - - sans risque d’ambiguités.
Quand on évalue une somme, les termes semblables sont automatiquement regroupés.

Si le résultat final est encore une somme, on ne peut pas prévoir 'ordre des termes.

[-]: c’est la soustraction.
En interne, a — b est codé a + (—b) (somme de a et de I'opposé de b).

: c’est le produit, toujours commutatif et associatif.
On peut donc considérer des produits a * b * ¢ * - - - sans risque d’ambiguités.
Quand on évalue un produit, les termes semblables sont automatiquement regroupés.
Si le résultat final est encore un produit, on ne peut pas prévoir 'ordre des termes.

: c’est le quotient.

a
En interne, — est codé a x b~! (produit de a par I'inverse de b).

b
E : ¢’est 'exponentiation. On peut utiliser le synonyme .

Cet opérateur n’est pas associatif. On écrira a”(b"c) ou (a"b) ¢, mais pas a"b"c.

Pour obtenir le caractere ~ a 1’écran, sans risque d’obtenir un des caracteres accentués, on

fera suivre I’appui sur la touche ™ par un appui sur la barre d’espace.

mod | : ¢’est le modulo.
a mod b calcule le reste dans la division de I’entier a par I'entier non nul b.

: c’est le produit inerte.

La commutativité de l'opérateur * est normale quand les arguments sont des nombres par
exemple, mais elle peut conduire a des erreurs si on 'applique a des objets pour lesquels le
produit usuel n’est pas commutatif, et en particulier pour les matrices.

On aura alors recours a 'opérateur &* qui est une sorte de produit inerte.

Dans un contexte matriciel, on utilisera l'instruction evalm (littéralement evaluate to matriz)
pour forcer I’évaluation de ces produits.

: c’est ’exponentiation inerte.

Par exemple, a& b mod m calcule le reste dans la division de a® par m, mais sans calculer
a®, ce que ferait a"b mod m.

2.C.3 Opérateurs logiques

Maple connait trois constantes symboliques logiques :
true représente la valeur logique vras.
false représente la valeur logique fauz.

FAIL est une valeur logique qu’on pourrait désigner par je ne sais pas.
Elle résulte souvent d’un échec de Maple a dire si une condition est réalisée ou non.

Maple utilise donc une logique trivaluée.

Les opérateurs logiques agissent sur des expressions dont la valeur est booléenne, c¢’est-a-dire
I'une des trois constantes symboliques rappelées précédemment.
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I1y a un opérateur logique unaire qui est not (négation logique). Les opérateurs logiques binaires
sont and (et logique) et or (ou logique). On remarque que zor (ou exclusif) est absent, mais le
package logic introduit toute une panoplie de nouveaux opérateurs.

not est un opérateur préfixé : on utilisera la syntaxe not(expr) ou notexpr.

Voici comment se comportent les opérateurs logiques sur la constante FAIL :

> FAIL and true, FAIL and false, FAIL and FAIL;
FAIL, false, FAIL
> FAIL or true, FAIL or false, FAIL or FAIL, not FAIL;
true, FAIL, FAIL, FAIL

2.C.4 Opérateurs de relation

Les opérateurs de relation servent a former des égalités ou des inégalités.

< strictement inférieur <= inférieur ou égal
Ce sont ¢ > strictement supérieur >= supérieur ou égal
= égal <> différent

Ce sont tous des opérateurs binaires.

Une expression expr représentant une égalité ou une inégalité ne sera testée (c’est-a-dire évaluée
vers ['une des constantes true, false, ou FAIL) que dans un contexte booléen, c’est-a-dire en général
dans une structure du type if ezpr then..., ou while ezpr do....

Dans un contexte algébrique, les opérateurs de relation servent a former des équations ou des
inéquations, qui pourront ensuite étre résolues, par exemple par solve.

Il est toujours possible de forcer I’évaluation booléenne d’une expression contenant des opé-
rateurs de relation en utilisant 'opérateur evalb (littéralement evaluate to boolean).
2.C.5 Autres types d’opérateurs

Sans rentrer dans les détails, il existe de nombreux autres opérateurs.

Rappelons seulement les trois opérateurs binaires suivants :

:=| C’est 'assignation. Par exemple x :=1 place 1 dans la variable x.

] Le point permet de former des noms par concaténation.

] La wvirgule sert de séparateur entre deux expressions.
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2.C.6 Questions de priorité

Quand une expression ezpr contenant des opérateurs est évaluée, certains opérateurs sont mis
en oeuvre avant d’autres, selon des regles classiques de priorité (précédence).

Par exemple le produit * est toujours prioritaire devant ’addition.

On peut modifier 'ordre d’évaluation en utilisant des parentheses (leur contenu est toujours
traité en priorité). L'utilisation de parentheéses est recommandée quand on a un doute.

Voici 'ordre des priorités décroissantes, pour les opérateurs déja rencontrés :

point, factorielle, exponentiation, produit et quotient, somme et diff érence, modulo, relations,
opérateurs logiques (dans l'ordre not, and, or), virgule, assignation.

Par exemple, dans 'instruction (name :=a+b*cl,d) :
— La quantité f = ¢! est d’abord évaluée.

— Ensuite c’est le tour du produit p = b * f.

— La somme s = a + p est alors calculée.

— A ce moment, Maple forme la séquence seq = s, d.

— Enfin cette séquence seq est affectée a la variable name.

2.C.7 Test 3

Imaginez les réponses a chacune des lignes de saisie suivantes.

Comparer ensuite avec les réponses données par Maple, et justifiez les réactions du logiciel.

Dans certaines des lignes de saisie, on trouvera l'instruction restart, qui permet de s’assurer
que toutes les variables sont préalablement désassignées (c’est-a-dire n’ont plus de contenu).

Rappel : si expry, exprs, ..., expr, sont des expressions, I'instruction :
EXPry, €TPre , ... , CTPTy;

affiche les valeurs de ces expressions sur une méme ligne (si possible), alors que :
EXTPry; €TPre; ... 5 €TPTy ;

affiche ces valeurs a raison d’un résultat par ligne.

| QUESTION 3.1]

> restart : Xkykxky-yRXkykX, Xkky-yrRkx, X&ky-y&*x ;

| QUESTION 3.2]

> restart : x :=1 : x+‘x‘,‘x+x‘, y.(1-x)+xy-x(y+1) ;

| QUESTION 3.3
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> 273!, 7+ 5 mod 3;

| QUESTION 3.5

> restart ; not true and x, not (true and x), false or x;

| QUESTION 3.6

> true or false and false, (true or false) and false;

’QUESTION 3.7‘

> FAIL or true, FAIL and true, not FAIL or FAIL,
not (FAIL or FAIL) ;

| QUESTION 3.8

> 2<3, evalb(2<3), 2<3 and 3<4,
exp(3)<exp(4), evalb(exp(3)<exp(4)) ;

| QUESTION 3.9

> restart : x=y, evalb(x=y) ;
x :=1 : y :=2 : x=y, evalb(x=y) ;

| QuEsTION 3.10]

> restart : x<>y and x=y, x<=y and x<>y, X<y or X=y;

| QUESTION 3.11]

> true-true, false-false, FAIL-FAIL, true+false,
true+true,true+FAIL ;
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2.C.8 Réponses au test 3

| REPONSE 3.1]

La réponse de Maple est
0, 2 =y, (z&xy) — (y &xx)

xyxry — yxyx se simplifie en 0, par associativité et commutativité.
L’opérateur * équivaut a l’exponentiation.
x& * y — y& x x reste inchangée car le produit inerte &* n’est pas supposé commutatif.

| REPONSE 3.2

La réponse de Maple est
2, x4+x, 90 + vy —1
On commence par mettre la valeur 1 dans la variable x.
Dans l'expression = + ‘z‘, ‘z* désigne le nom z.
Il est donc normal que x + ‘x‘ s’évalue en 2z puis en 2.
L’expression ‘x 4+ x‘ désigne le nom x + x, qui ici ne contient rien.
y.(1 — z) est un nom, concaténation de y (non évalué) et 1 — x (évalué).
En tout cas y.(1 — x) ne désigne pas le produit de y par (1 — x) !
De méme, xy désigne un nom (ici sans contenu) et pas le produit de z par y.
Enfin z(y + 1) est I'image en y + 1 de la fonction x, qui est ici constante de valeur 1.

REPONSE 3.3 \

La réponse de Maple est
64, 0

273! sévalue comme 2°(3!), car la factorielle est prioritaire sur le produit.
7+ 5 mod 3 s’évalue comme (7 + 5) mod 3 car + est prioritaire sur mod.

| QUESTION 3.4

> restart : x.3, x3, x*3, x(3);
x =5 : x.3, x3, x*3, x(3);

REPONSE 3.4

La réponse de Maple est

3, 3, 3x, x(3)

x3, 3,15, 5

x.3 et x3 désigne tous les deux le méme nom.
L’expression z * 3, automatiquement réécrite en 3 * x, est le produit de x par 3.
L’expression z(3) désigne la valeur au point 3 de la fonction nommée x.
Ce n’est que dans ces deux derniers cas que le nom x est évalué.
On le voit bien en comparant les deux lignes.
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REPONSE 3.5

La réponse de Maple est
false, not z, x

Maple applique ici des regles de simplification automatique.

not true est converti en false, et false and x simplifié en false.
true and x est simplifié en x; mais not ne sait rien de x.

On voit ici 'importance des parentheéses (not est prioritaire sur and).
Enfin false or x se simplifie automatiquement en x.

Donc false est neutre pour I'opérateur or, et true est neutre pour and.

REPONSE 3.6

La réponse de Maple est
true, false

Sans parentheses, or est évalué en premier, et true or... s’évalue en true.
Dans le deuxieme cas, true or false se simplifie en true.
Ensuite true and false se simplifie en false.

REPONSE 3.7

La réponse de Maple est
true, FAIL, FAIL, FAIL

Comme on le voit, 'usage de la constante FAIL nécessite de la prudence.
De plus, on ne confondra pas la constante FAIL avec le nom fail.

REPONSE 3.8

La réponse de Maple est

3

2 < 3, true, true, €3 < et e —e! <0

On voit sur cet exemple que les conditions dans lequelles sont évalués les opérateurs
relationnels ne sont pas toujours tres claires.

Ces problemes conduisent a des erreurs de programmation difficiles & déceler.
Remarque : evalb((evalf (exp(3)<exp(4))) s’évalue bien en true.

REPONSE 3.9 \

La réponse de Maple est
x =y, false

1 =2, false
En matiere de calcul symbolique, Maple choisit souvent le cas général.
Sans rien connaitre de x et de y, ’évaluation de x=y donne donc false.

Quand x et y ont un contenu, 'expression x=y désigne encore une égalité.
En I'occurence il s’agit de 1=2, qui n’est évaluée en false que si on le demande.
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REPONSE 3.10

La réponse de Maple est
false, v —y <0,z —y <0
Ces réponses se comprennent quand on sait que, lorsque x et y sont sans contenu,
I’évaluation booléenne de x=y donne false, et celle de x<>y donne true.
On aurait sans doute préféré que Maple simplifie la troisieme expression en x<=y.

REPONSE 3.11

La réponse de Maple est
0, 0, FAIL, true + false, 2 true, FAIL

Les réponses obtenues ici sont plus ou moins prévisibles.
Mais ou serait I'intérét d’évaluer de telles expressions ?

2.D Fonctions

2.D.1 Les fonctions dans Maple

Il n’est pas évident de délimiter précisément la notion de fonction dans un logiciel de calcul sym-
bolique. Disons simplement qu’une fonction de Maple est un objet f qui agit sur des arguments
pour renvoyer un résultat.

L’expression f(arg,...,arg,) représente alors (avant évaluation) I'image par la fonction f de
la séquence d’arguments argy, ..., arg,.

La définition précédente est vague et on peut se demander si tout n’est pas fonction dans Maple.
Les opérateurs (unaires ou binaires) peuvent ainsi étre considérés comme des fonctions s’ap-
pliquant a un ou a deux arguments, avec simplement une syntaxe d’appel un peu particuliere.
Meéme un nombre peut étre considéré comme une fonction constante.

> restart : x :=2 : x(y+1), x(j,k), x(4,5,6,7), x();
2,2,2, 2

Dans toute la suite nous considérerons des fonctions au sens habituel du terme, comme les

fonctions mathématiques usuelles connues de Maple, ou des fonctions qui pourraient étre définies
)

par l'utilisateur.

2.D.2 Opérations sur les fonctions

Si f est une fonction, on ne confondra pas 1'objet f, et 'objet f(args) (o args est une séquence
d’arguments éventuellement vide) qui est une expression.

On peut assigner une fonction a un nom :
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> f :=sin; f(Pi/2), £(3*Pi), £(Pi/3) ;

1
1,0,5@

On peut effectuer des opérations algébriques sur les fonctions :
> f :=3%sqrt-1n"2; f(5), f(1);
f = 3sqrt — In®

3v5 —1n(5)?, 3

L’opérateur @ (arrobas) permet de composer des fonctions :

> restart : f :=sqrt@ln : g :=lnl@sqrt : f(x), gx), feg(x), (fQg) (x) ;
VIn(z), In(vz), sqrt@n@(In(v/z)), 1/In(In(v/z))

On remarquera que dans fQg(z), la sous-expression g(z) est évaluée avant l'opérateur @. Il
faudra donc placer f@Qg entre parentheses si on veut calculer f o g(x).
Maple simplifie automatiquement la composée d’une fonction et de son inverse :

> (sin@arcsin) (x), exp(ln(x)), (exp@ln) (x), exp@ln(x) ;
z, x, r, exp@(In(x))
On peut utiliser la syntaxe f@@n pour former la composée fo fo---o f (n fois) :
> f :=sqrt@04 : f(5), (sqrt@e4)(5), sqrte@e4(5) ;
5116 51/16 gort(®)
On remarquera dans le dernier exemple ci-dessus, que I'expression 4(5) est d’abord évaluée (ce
qui conduit a la valeur 4) et qu’ensuite I'expression sqrt@@4 est évaluée. Le résultat est une

fonction dans laquelle ’ezposant (4 entre parentheses) ne doit pas étre interprété comme un
ordre de dérivation, mais comme un ordre de composition !

La syntaxe f@QQ(—1) permet dans certains cas de former la fonction inverse de f (encore faut-il
qu’elle existe et que Maple puisse la trouver) :

> sin@@(-1), arcsin@@(-1), 1n@@(-1), 1n@A(-3) ;
arcsin, sin, exp, exp(3)

Parmi tous les opérateurs, la précédence de @QQ est la méme que celle de 'opérateur ~ d’exponen-
tiation, alors que l'opérateur @ a méme priorité que le produit * ou le quotient /.

D permet de dériver une fonction (le résultat est encore une fonction).

> D(sin), D(cos+sqrt), (D@@6) (sin) ;

: +1 1 :
cos, —sin+- ——, —sin
2 sqrt
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2.D.3 Définir des fonctions

Le nombre de fonctions intégrées a Maple est important, mais on a souvent besoin de définir,
au moins momentanément, ses propres fonctions.

La syntaxe la plus simple pour cela est :
— Pour une fonction d’une seule variable, f := var ->expr.

— Pour une fonction de n variables, f := (vary,...,var,) ->expr.

Dans ces notations, f désigne le nom qu’on va donner a la fonction, var le nom de sa variable
(ou vary, . ..,var, le nom de ses variables, dans un ordre bien précis) et expr est une expression
dépendant en général de var (respectivement de vary, ..., vary).

> f :=x->x"2+sqrt(x) ; £(4), £(5);

f=z—2*+x
18, 25+ /5
> f :=(x,y)->x"3-y"3; £(10,2), f(a,b), f(b,a);
fi=(2,y) = 2° =y
992, a® — b3, b — d?
On peut tres bien définir une fonction identité :
> restart : id :=x->x : (id@f) (x), (f@id) (x), (id@@5) (x) ;
f(x), f(z), =
Il n’est pas nécessaire de donner un nom a la fonction créée avec I'opérateur —> :
> x—>x+x"2+x73 :9(1),%(2),%(atb) , (t->t+exp(t)) (4) ;
3,14, a+b+ (a+b)*+ (a+0b)> 4+

2.D.4 L’instruction unapply

Les exemples qui précedent montrent comment définir une fonction puis appliquer cette fonction
a un ou plusieurs arguments, pour obtenir des expressions.

L’opération inverse (construire une fonction a partir d’une expression et connaissant le nom de
la ou des variables) est également utile.

On utilise pour cela unapply. La syntaxe est unapply(ezpr,var) dans le cas d'une variable ou
unapply(ezxpr,vary, ... ,var,) dans le cas de n variables.

Le résultat est la fonction dont I'image (avec 'argument var ou les arguments vary, ..., vary)
serait 1’expression expr.

> f :=unapply ((3+x)/(1+x+x72),x) : £(100), f(a) ;

103 3+a
101017 1 4+ a + a?

> f :=unapply(sqrt(x+y)*exp(x*y),x,y) : f(a,b), £(2,6) ;

\/a—+be(“b), V8 el?
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2.D.5 Test 4

Imaginez les réponses a chacune des lignes de saisie suivantes.
Comparer ensuite avec les réponses données par Maple, et justifiez les réactions du logiciel.

Dans certaines des lignes de saisie, on trouvera l'instruction restart, qui permet de s’assurer
que toutes les variables sont désassignées (c’est-a-dire n’ont plus de contenu).

Rappel : si expry, exprs, ..., expr, sont des expressions, 'instruction
exTpry , €xPre , ... , €TPry ;

affiche les valeurs de ces expressions sur une méme ligne (si possible), alors que
EXPry; €XPre; ... 5 €TPry ;

affiche ces valeurs a raison d’un résultat par ligne.

| QUESTION 4.1

> restart : f :=x->3(x+1)"2-5; f(a) ;

| QUESTION 4.2

> restart : x :=1 : f :=x->sin(x)+cos(x) : f(a),f(x) ;

’QUESTION 4.3‘

> restart : (£f004)Q(f@@5), (fe@(-1)@f) (x) ;

| QUESTION 4.4

> restart : f :=x,y->sin(x)*cos(y) ; f(a,b) ;

’QUESTION 4.5\

> restart : f :=(x,y)->sin(x)*cos(y) ;
f(a,b), f(b,a), f(y,x), f(xty,x-y);

’QUESTION 4.6\

> restart : f :=(x,y)->sin(x),cos(y); f(a,b) ;

’QUESTION 4.7‘

> restart : a(x+1), (a+1) ((b+2) (c+3)), (x->x)(a) ;

’QUESTION 4.8‘

> restart : g :=x->exp(x) : h :=x->2%x+1 :
(gee(-1)) (x), (hee(-1)) (x) ;

’QUESTION 4.9‘

> restart : g :=exp(x) : D(g), (g@g)(x), (goe(-1))(x) ;
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2.D.6 Reéponses au test 4

| REPONSE 4.1]

La réponse de Maple est

II manque évidemment le symbole du produit entre 3 et (x + 1).

Ici Maple pense que 3(x 4 1) est la valeur en x + 1 de la fonction constante égale a 3.

Il évalue donc f(a) en 3(a + 1)? — 5, puis en 3% — 5, et donc 4.

REPONSE 4.2 \

La réponse de Maple est
sin(a) 4 cos(a), sin(1) + cos(1)

Dans la définition de f, on utilise la variable x.

Mais on l'utilise comme une variable muette, donc sans tenir compte de son contenu.

C’est pourquoi 'instruction x :=1 n’influe pas sur la définition de f.

En revanche, quand on calcule f(x), la variable x est évaluée : on calcule donc f(1).

’ REPONSE 4.3

La réponse de Maple est
f(9)7 T

On voit ici deux exemples de simplifications automatiques.

| REPONSE 4.4

La réponse de Maple est
f =z, y — sin(z) cos(y)

x(a, b), sin(z) cos(a)

Il y a une erreur de syntaxe. On aurait da écrire £ :=(x,y)->sin(x)*cos(y).

Maple comprend ici que f est la séquence z, g, si on appelle g la fonction
qui a y associe sinz cosy.

Quand on évalue f(a,b), Maple répond donc par la séquence x(a,b), g(a,b).
g étant une fonction d’une seule variable g(a, b) équivaut a g(a).

Le résultat est donc z(a,b), g(a), c’est-a-dire : z(a,b),sinz cosa.

| REPONSE 4.5

La réponse de Maple est
fi=(z, y) — sin(x) cos(y)
sin(a) cos(b), sin(b) cos(a), sin(y) cos(x), sin(z + y) cos(x — y)

On doit retenir que les noms x et y utilisés dans la définition de f sont muets.

Poser £ :=(y,x)->sin(y)*cos(x) par exemple est completement équivalent.
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REPONSE 4.6

La réponse de Maple est
[ = (z, y) — sin(z), cos(y)

sin(a), cos(y)(a, b)
Encore une faute de syntaxe... Ici Maple comprend que f est la séquence composée :
e De la fonction g qui serait définie par g(x,y) = sinz.
e De 'expression h qui serait égale a cosy.
Quand on évalue f(a,b), Maple répond alors par g(a,b), h(a,b).
Il aurait fallu écrire £ :=(x,y)->(sin(x),cos(y)).
f(a,b) se serait alors évalué en la séquence : sina,cosb.

| REPONSE 4.7

La réponse de Maple est
a(z+1),a(b(c+3)+2)+1, a

Dans les trois premieres expressions, Maple pense que a et b sont des fonctions.

Dans la troisieme expression, x — x est ’application identité.

REPONSE 4.8

La réponse de Maple est
In(z), (hV)(2)

D’abord Maple remplace exp~*(z) par In(z). C’est une simplification automatique.

Ensuite, la bijection réciproque de h existe, mais Maple ne fait la subsitution.

REPONSE 4.9

La réponse de Maple est
D(e?), ((e)®)(x), ((e*)V)(x)
Encore une erreur assez courante...
En posant g :=exp(x) on définit une expression, et non pas une fonction.
Les opérateurs D (dérivation) et @ (composition) n’agissent que sur des fonctions.
Il aurait fallu poser ici g :=x->exp(x), ou mieux g :=exp.

2.E Expressions

2.E.1 Arborescence d’une expression

La plupart des objets de Maple sont des expressions.

Une expression est formée en appliquant des fonctions ou des opérateurs a des arguments (ou
opérandes), ces opérandes pouvant eux-mémes étre des expressions formées avec des opérateurs,
des fonctions, et... des opérandes.
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Cette définition est donc récursive. Mais on voit qu’il y a, dans une expression donnée, des
éléments qui sont a la surface et d’autres qui sont plus internes.

Par exemple, dans 1'expression exp(z"a+1v), la fonction exp est a la téte de 'expression (disons
qu’elle est au niveau 0). Il y a un seul opérande au niveau 1 (I'expression z"a + y), possédant
lui-méme deux arguments (z"a et y, au niveau 2). Enfin les noms z et a sont au niveau 3 de
I’expression initiale.

Pour coder une expression en mémoire, Maple utilise une représentation arborescente. On peut
en effet utiliser 'analogie avec un arbre. La fonction de téte est appelée la racine de 'arbre, et
ses arguments en sont les branches qui peuvent elles-mémes porter des rameauz, etc. On finit
toujours par aboutir aux feuilles de I’arbre que sont les constantes ou les noms.

2.E.2 Les fonctions op et nops

Maple permet d’explorer en profondeur toute expression expr pour en extraire des éléments
plus ou moins enfouis, ou pour remplacer un élément par un autre, etc.

Il faut pouvoir identifier I'objet de téte, en général une fonction ou un opérateur, qui est la
racine de ’arbre, et ses opérandes immédiats qui en sont les branches. Il faut également savoir
quel est le nombre de ces opérandes. On utilisera pour cela les fonctions op et nops.
— nops(expr) donne le nombre d’opérandes de I'expression expr.
— op(expr) donne la séquence de ces opérandes.
— op(n, expr) donne le n-ieme de ces opérandes.
— op(m..n, expr) donne la séquence allant du m-iéme au n-iéme de ces opérandes.
(

— op(0, expr) donne la fonction ou l'opérateur de téte de I’expression.

2.E.3 Remplacements dans une expression
La fonction op permet donc de lire les composants d’'une expression. Mais il est méme possible
de remplacer I'un d’eux par autre chose, avec les fonctions subs et subsop.

La fonction subs permet de remplacer une certaine sous-expression de expr par autre chose, et
ceci a chaque fois qu’elle figure en tant qu’opérande (sans qu’on ait & savoir ot).
— subs(old = new, expr)

remplace dans expr toute occurence de I'expression old par I'expression new.

— subs(old, = newn,...,old, = new,, expr) remplace successivement old; par new; puis, dans
le résultat, oldy par news, etc.

— subs({old; = newy,...,old, = new,},expr) ou
subs([old; = newr, ..., old, = new,], expr)

réalisent des remplacements simultanés.
subsop permet de remplacer, dans une expression expr, un opérande de position donnée.
— subsop(k=new, expr)

remplace le k-ieme opérande de expr par I'expression new.
— subsop(ki=news, ko=news, ..., k,=new,, expr)

remplace simultanément le ki-ieme opérande par news, le ko-ieme par news, etc.
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2.E.4 Recherches dans une expression

La fonction has permet de savoir si une expression contient un objet particulier :
— has(expr, obj) répond true ou false selon que obj figure ou non dans expr.
— has(expr, {obj1, 0bja, . .., 0bj,})

répond true si I'un au moins des objets objy, ..., obj, figure dans expr.

— has(expr, [obj1, 0bja, . .., 0bj,]) a la méme signification.

Les fonctions lhs (left hand side) et rhs (right hand side) isolent les deux membres d’une relation,
ou les extrémités d’un intervalle a..b ¢’est-a-dire d'un objet de type range.

numer et denom extraient le numérateur et le dénominateur d’une expression algébrique, apres
mise au dénominateur commun, et simplification éventuelle.

La syntaxe est numer(expr) et denom(expr).

La fonction select permet de sélectionner les objets d'une expression (en fait une liste, un
ensemble, une somme ou un produit) qui satisfont & un critere particulier. Ce critere est une
fonction test a une ou plusieurs variables, devant renvoyer un résultat booléen.

— select(test, expr)
renvoie une nouvelle expression (de méme type que expr : ensemble, liste, somme ou produit)
formée uniquement des objets obj de expr pour lesquel test(obj) vaut true.
— select(test, expr,args,...,argy,)
joue le méme role, mais dans le cas ou test est une fonction de n variables,
et conserve les objets obj de expr pour lesquels test(obj, args,. .., arg,) vaut true.
La fonction indets recherche les objets indéterminés (symboliques) d’une expression :
— indets(expr) renvoie ’ensemble des objets indéterminés de expr.
Seuls les opérateurs +,—,*,/ sont traversés dans cette recherche.

— indets(expr, typename) renvoie les sous-objets de expr qui sont de type typename.

2.E.5 Mapper une fonction dans une expression

L’instruction map permet d’appliquer une méme fonction func (d'une variable) a tous les
opérandes d’une expression. Plus précisément, map(func, expr) remplace dans expr tous les
opérandes obj par func(obj).

Il est méme possible de mapper une fonction de n variables, mais il faut alors préciser la valeur
des n—1 arguments supplémentaires : ainsi map( func, expr,args, ..., arg,) remplace dans expr
tous les opérandes obj par func(obj,args,...,arg,).

Il est également possible d’appliquer une méme fonction binaire aux éléments de deux listes ou
de deux vecteurs, avec la fonction zip.

Les opérateurs arithmétiques sont automatiquement mappés sur les égalités ou les inégalités :
pour ces dernieres, le produit peut réserver des surprises!

Il existe d’autres possibilités de substitution dans Maple. On pourra consulter I'aide en ligne
sur les fonctions asubs (qui doit étre chargée par readlib) et powsubs (qui fait partie du package
student) et chercher en quoi elles different de la fonction subs.
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2.E.6 Reconnaissance de motif

La fonction match permet de savoir si une expression obéit a un certain motif (pattern) :
match(expr=motif,var, ’eqs’) répond true ou false selon que expr obéit ou non au motif.
Le nom wvar désigne la variable principale, tant dans expr que dans motif.

Si motif est reconnue, egs est affecté d’une liste d’égalités {old; = newy, ..., old, = new,}.
Cette liste est telle que l'instruction subs(egns, pattern) redonnerait 1’expression expr.

Le troisieme argument doit étre un nom. Il est donc préférable de I'entourer d’apostrophes (en
tout cas c’est obligatoire si ce nom a déja été affecté).

2.F Expressions : exemples

2.F.1 Les fonctions op et nops

On considere ici 'expression f = In(z)*".

L’opérateur racine est I’exponentiation, qui possede les deux opérandes In x et a®.
op(1,0p(2,f)) donne le premier opérande du deuxieme opérande de f.

Il s’agit donc du premier opérande de a€, c¢’est-a-dire a.

> restart : f :=1n(x)"(a"c)
op(0,f), nops(f) ; op(f); op(l,f); op(l,op(2,f)) ;

On forme ici Pexpression func(a,b,c*d, e, x, %, t,u).
On extrait ensuite la séquence des opérandes de position comprise entre 2 et 6 :

> restart : expr :=func(a,b,c*d,e,x,y/z,t,u) : op(2..6,expr) ;
b, cd, e, x, Y
z

On prendra garde au fait que pour les opérateurs commutatifs et associatifs (comme +, *, min,
max, union, etc.), ordre des arguments peut varier d’'une session a l'autre.

L’ordre dans lequel ils sont réarrangés par Maple est en principe celui dans lequel il sont apparus
pour la premiere fois dans la session en cours (ou depuis le dernier restart).

En particulier, s’ils ont déja été utilisés, ils ne figureront pas forcément dans I'ordre ou ils sont
saisis lors de la création de l'expression par l'utilisateur. On le voit bien ci-dessous avec la
premiere définition de g.
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> restart : f :=d+b+atc; g :=atb+c+d; op(g) ;
restart : g :=atb+c+d; op(g) ;

fi=d+b+a+te

g:=d+b+a+c
d, b, a, c

g:=a+b+c+d
a, b, c,d

Autre risque d’erreur : la liste des opérandes d’un ensemble doit étre considérée apres évaluation
de celui-ci (et donc suppression des éventuels doublons).

De plus, l'ordre des éléments dans un méme ensemble peut varier d’'une session a l'autre.

Sur I'exemple suivant, on voit que la liste [a,b, ¢, a,c,a] et 'ensemble {a,b,c,a,c,a}, bien que
créés avec les meémes éléments, n’ont pas les mémes opérandes apres évaluation : les doublons
ont en effet été éliminés de ’ensemble.

> restart : [a,b,c,a,c,al : op(%h); {a,b,c,a,c,a} : op(%) ;
a, b, c a,c a
a, b, c
On notera que les quotients formels a/b sont en fait mémorisés sous la forme a * b~!.
. . e a+bxc
L’opérateur racine est donc * et non /. On le voit bien ici avec expr = —— :
T*xYy—+ 2z
> restart : expr :=(atb*c)/(xxy+z) ;
op(0,expr), nops(expr) ; op(expr) ;
a+bc
Ty -+ z
*, 2

expr =

1
Ty -+ 2

a+be,

Le deuxieme opérande de cette expression est (z *y + 2)~L.

Son opérateur racine est ’exponentiation, et ses opérandes sont x * y + z et —1.

> op(0,0p(2,expr)) ; op(op(2,expr)) ;

zy+z, —1

Si expr = f(arg) ou f est une fonction d’une variable, op(expr) équivaut a op(1, expr) :
> expr :=cos(tan(sin(Pi"2))) ; op(1,op(op(op(expr)))) ;
expr = cos(tan(sin(7?)))

™
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2.F.2 Remplacements par subs

Dans l'expression a + cos(a + sin(1 + a)), on remplace partout a par b+ c :

> restart : subs(a=b+c,a+cos(a+sin(1+a))) ;
b+ c+cos(b+c+sin(l+b+c))

Attention! Substitution ne signifie pas assignation. On le voit avec ’exemple suivant : le fait
de remplacer x par 10 ne veut pas dire qu’on a placé 10 dans la variable x.

> restart : subs(x=10,14x), x;
11, x

Autre probleme potentiel : on doit faire attention aux assignations déja effectuées.
L’expression a traiter par subs est en effet évaluée avant les substitutions.

Dans ’exemple ci-dessous, on place d’abord 5 dans la variable x. On tente ensuite de remplacer
x par 10 dans l'expression 1 + x. Mais celle-ci est d’abord évaluée en 1 + 5 = 6, et aucune
substitution de x n’est plus possible.

> x :=b; subs(x=10,1+x), x;

Apres les remplacements par subs, la nouvelle expression est simplifiée mais pas évaluée. On
voit par exemple que remplacer a par 5 dans min(a, 3) produit ’expression min(5, 3) mais que
cette derniere n’est pas automatiquement évaluée :

> [subs(a=5,1+a"2), subs(a=5,min(a,3)), subs(a=Pi/3,sin(a))] ;
eval (%) ;

126, min(3, 5), sin(% -

1
26, 3, 3 V3]

Puisque substitution ne signifie pas assignation, I’exemple suivant ne crée pas de récursivité :

> subs (x=x+1,x"3+2*x"2+x-5) ; expand (%) ;

(z+ 1P +2(@x+1)*+2—4
4527+ 82 —1

Les substitutions suivantes ne fonctionnent pas car aucune des expressions = + vy, * + 2, y + 2
n’est un opérande de I'expression = + y + z (ni un opérande d’un opérande, etc.).

En fait I'opérateur racine de la somme = 4 y + 2 est + et ses opérandes sont z, y et z.
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> restart :
subs (x+y=a,x+y+z), subs(x+z=a,x+y+z), subs(y+z=a,x+y+z) ;

r+y+z,r+y+tz,x+yt+=z
Ici z + y figure comme opérande (de maniére plus ou moins interne) a deux reprises :

> restart : subs(x+ty=a,sin(x+y)+xt+y+z/(x+y)) ;
. z
sm(a)—{—:c+y+a

On se méfiera des simplifications automatiques, comme le montre le deuxieme exemple ci-
dessous, dans lequel 'expression 2 x (z + y) + z est d’abord simplifiée en 2 x + 2%y + z (et
alors x + y n’est plus un opérande) :

> restart : subs(x+y=a,2” (x+y)+z), subs(xty=a,2*(x+y)+z) ;
242,204+ 2y+ 2

Voici quelques exemples de remplacements successifs.

Dans l'expression f(x,y), si on remplace x par y, puis y par x, on obtient f(z,x).
Dans x + z +sinzy :

— Si on remplace x par y, on obtient y + z + sin y2.

— Si on remplace ensuite z par x on obtient y + x + sin y%.

— Si on remplace ensuite x par a on obtient y 4 a + sin 3.

v

restart :
subs (x=y,y=x,func(x,y)), subs(x=y,z=x,x=a,xt+z+sin(x*y)) ;

func(z, z), y + a + sin(y?)

Dans f(x,y) :
— Si on remplace x par x + y, on obtient f(x + y,y).
— Si on remplace ensuite y par y — x on obtient f(y,y — z).

— Si on remplace ensuite x par y — x on obtient f(y,x).

\"

restart : subs(x=x+y,y=y-x,x=y-x,func(x,y)) ;
func(y, =)

Voici maintenant un exemple de remplacements simultanés.
On voit comment effectuer ’échange de = et de y dans f(x,y).

> restart :
subs ([x=y,y=x],func(x,y)) ; subs({x=y,y=x},func(x,y)) ;

func(y, =)

func(y, x)
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2.F.3 Remplacements par subsop

Dans cet exemple, on remplace le premier argument de f(a, b, ¢, d) par 2.
Dans la méme expression, on remplace le deuxieme argument par x et le troisieme par y.
> restart : func(a,b,c,d) ; subsop(1=2,%), subsop(2=x,3=y,%) ;
func(a, b, ¢, d)
func(2, b, ¢, d), func(a, z, y, d)

Comme avec subs, le résultat peut subir des simplifications mais il n’est pas évalué.
Ici on remplace le premier argument z par 2. Le résultat 23 est simplifié.

> restart : subsop(1=2,z"3) ;

8

Ici on remplace le premier argument par b, ce qui conduit & min(b, b, ¢, d).
Il faut utiliser eval pour que cette expression soit réduite en min(b, ¢, d).

> restart : min(a,b,c,d) ; subsop(1=b,%), eval(subsop(1=b,%)) ;
min(a, b, ¢, d)
min(b, b, ¢, d), min(b, ¢, d)
On doit se méfier de 'ordre des arguments pour les opérateurs commutatifs et associatifs.
Cet ordre correspond en principe a 'ordre d’entrée en scene dans la session en cours.
Ici z se situe avant y.
On a beau saisir g := y + z, le contenu de g est mémorisé sous la forme x + y.

L’instruction subsop(1=a,g) remplace le premier argument de g par a, mais ce premier argu-
ment est x et non y comme on aurait pu le croire.

> restart : f :=x+y : g :=y+x :@ subsop(l=a,g) ;

a—+y

La position des opérandes n’est pas toujours évidente.

1
Ici on peut penser que le deuxieme argument est z. En fait c’est —.
z

On en voit la confirmation avec I'instruction op.
> restart : f :=(x+y)/z : subsop(2=a,f); op(f);

(x+y)a

1
J]‘i‘y,;

Avec subsop(0 = new, expr) on peut méme changer la téte d’une expression :
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> restart : g :=min(a,b,c) : subsop(O=max,g) ;
max(a, b, ¢)

Voici deux exemples de remplacements simultanés avec subsop.
On remplace le premier argument, c’est-a-dire a®, par z.

On remplace en méme temps le deuxieme argument, c, par y.

> restart
subsop (1=x,2=y, (a"b) "c) ; subsop(l=x,3=y,max(a,b,c,d)) ;

xY

max(z, a, y, d)

2.F.4 Recherches dans une expression

Rappelons que x 4+ y n’est pas une sous-expression de = + y + z (celles-ci sont z, y et z). Cela
explique le résultat (false) de I'instruction has (x+y+z,x+y).

> restart : has(x+y+z,x), has(x+yt+z,x+y), has(x+z+sin(x+y),x+y) ;

true, false, true
x et 22 sont des sous-expressions de x® 4 4, mais pas z2.
> restart : f :=x"3+4; has(f,x), has(f,x"2), has(f,x"3) ;
fi=a4+4
true, false, true
Attention a I’évaluation qui précede 'exécution de has !

Ici f est saisi en (22)% mais évalué en z*. Donc z? n’est pas une sous-expression de f.

> restart : f :=(x"2)"2 : has(f,x"2) ;
false

Voici un exemple ou on teste la présence d’au moins une sous-expression.
f ne contient pas x + y (dans 1 + x + y les seules sous-expressions sont 1, z, et y.)

En revanche f contient la sous-expression x — y (comme unique argument de exp).

> restart
f oi=(x*x(1+x+y)+2) / (x+exp(x-y)) : has(f,x+y),has(f, [x+y,x-y]) ;
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false, true

Voici comment extraire les membres gauche ou droit d'une égalité ou d’une inégalité :

> eq :=a=b : eq, lhs(eq), rhs(eq) ;
ineq :=x+y<t*u : ineq, lhs(ineq), rhs(ineq) ;

a=>b,a,b
r+y<tu,rz+y, tu
Attention, les inégalités > et >= sont automatiquement converties en < et <= :

> ineq :=x+y>t*u : ineq, lhs(ineq), rhs(ineq) ;

tu<z—+y,tu, r+vy

Les opérateurs de relation <, >, etc. ont la méme priorité.
Celle-ci est plus faible que celle des opérateurs arithmétiques.

En revanche elle est plus forte que celle des opérateurs logiques not, and, or, et que celle de
l'opérateur virgule (séparateur dans une séquence).

Ici eq est la séquence formée d’abord de x = 2 puis de ¢, ce qui explique 1’échec de lhs et rhs.

> restart : eq :=x=z,c : lhs(eq) ; rhs(eq) ;
Error, (in 1lhs) invalid arguments

Error, (in rhs) invalid arguments

Ce nouvel exemple corrige I'erreur du précédent :

> restart : eq :=x=(z,c) : lhs(eq) ; rhs(eq) ;

x
Z, ¢
Les instructions lhs et rhs peuvent servir a extraire les extrémités d’un intervalle :

> a :=5..8; 1lhs(a), rhs(a), lhs(a)..rhs(a)+1;

a:=5H.8

5,8,5.9

Voici comment extraire le numérateur et le dénominateur d’une expression expr.

La encore, il faut compter avec 1’évaluation initiale de expr.
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> denom(3/4), numer(15/11), denom(14/10),
denom(14/7), numer(1+1/2+1/3) ;

4,15, 5,1, 11

> restart : f :=1+1/x+1/(y+1) ; numer(f), denom(f) ;

[P -
o r y+1

ry+2z+y+1,2(y+1)

Voici comment rechercher les sous-expressions indéterminées dans une expression donnée, pour
les opérandes arithmétiques +, -, *, et /.

La syntaxe indets(f,name) donne les noms indéterminés dans I’expression.

> restart : f :=xt+y*cos(t)+exp(z+x) ; indets(f), indets(f,name) ;
fi=x +y cos(t) + et

{cos(t), €T w y, t, 2}, {x, y, t, 2}

2.F.5 Sélections dans une expression

Dans la liste [1,5,3, 1,2, 1,4] on sélectionne les éléments supérieurs a 2 :

> select(x->x>2,[1,5,3,1,2,1,4]) ;
5, 3, 4]
On extrait ici les entiers premiers compris entre 100 et 150 :
> select(isprime,{100..150}) ;
{137, 139, 149, 127, 131, 103, 107, 109, 113, 101}
On sélectionne maintenant les entiers impairs dans la liste [17,24,57,98,113] :
> select(x->x mod 2=1,[17,24,57,98,113]) ;
(17, 57, 113]
Voici une autre maniere de traiter le probleme précédent :
> select((x,y)->x mod y=1,[17,24,57,98,113],2) ;

17, 57, 113

Dans I'expression 1 +x +y + 2% + 22 + g, on ne garde que les sous-expressions contenant x :
x

> restart : select(has, 1+x+y+x"2+x*z+y/x,X) ;
Yy

x+x2+xz+—
x
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2.F.6 Mapper une fonction dans une expression

Quand on mappe par exemple la fonction x — x + 1 sur tous les opérandes d’un expression,
on ne doit pas confondre le z utilisé dans la définition de cette fonction (et qui est une variable
muette) et les x présents éventuellement dans l’expression.

> restart :
map (x—>x+1,x7y), map(x->x+1,x+y+z), map(x->1/x,x+y+z) ;

11 1
4+ D) 243 +y+z, —+—+-
T Yy =z

On voit ici comment les fonctions sqrt ou sin sont appliquées aux arguments a, b, c.

> restart : map(sqrt,f(a,b,c)), map(sin,a+b+c) ;
f(v/a, Vb, \/¢), sin(a) + sin(b) + sin(c)

Dans cet exemple, la fonction a mapper exige deux arguments.
Le premier est extrait successivment de la liste [1,5,2,7,3,2,1,6].
Le deuxieme est toujours pris égal a 3.

On remplace donc chaque élément x de la liste par min(z, 3).

> map((x,y)->min(x,y),[1,5,2,7,3,2,1,6],3) ;
1,3,2,3,3,2,1, 3]

Voici un exemple un peu plus élaboré.

Chaque élément de la liste est :
— Conservé s’il est compris entre 3 et 7.
— Remplacé par 3 s’il est inférieur a 3.

— Remplacé par 7 s’il est supérieur a 7.

\4

map((x,y,z)->max(y,min(x,z)),[1,5,10,4,2,8,6,5,7,3]1,3,7) ;
3,5,7,4,3,7,6,5,7, 3

On voit comment les opérateurs - et 4+ sont automatiquement mappés sur les inégalités.
Si on part d’inégalités vraies, celles auxquelles on aboutit sont vraies aussi.

> restart : -(a<b), (y<z)+(a<b), (y<z)-(a<b), (x<y)+(a>b) ;
—b< —a,yt+a<z+by—-b<z—a,rz+b<y+a

En revanche (voir le premier exemple), on prendra garde au fait que le produit est lui aussi
automatiquement mappé sur les inégalités.
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> restart :
xx(y<z), 0x(y<z), 2*(x=y)+3*(a=b), map(x->1/x,a=b) ;

1 1
vy <z 0=0,22+3a=2y+3b - =
a

On ne peut pas directement ajouter un terme au deux membres d’une égalité.

> restart : xt+(y=z) ;

Error, (in simpl/relopsum) invalid terms in sum

Voici comment régler le probleme précédent :

> restart : (x=x)+(y=2z) ;

rT+y=r—+=z

2.F.7 Reconnaissance de motifs

On demande & Maple si 'expression 5z + 7z + 3 est du type ax® + bx + c.
La réponse est oui, avec c =3, a=5bet b=7.
> restart : match(5*x"2+7xx+3=a*x"2+b*x+c,x,’eqs’) ; eqs;
true
{c=3,a=5b="T}
Ici on vérifie que yexpi est du type (ay + b) exp syavecb=0,a=1letc=1.
> restart : match(yxexp(1/y)=(a*xy+b)*exp(c/y),y,’eqs’) ; eqs;

true

2.G Séquences, listes, ensembles

2.GG.1 Séquences

Une séquence est une succession d’objets séparés par des virgules. Cette séquence peut étre
vide : elle est alors désignée par le nom NULL.

La principale instruction permettant de créer une séquence est seq :

— seq(f(k), k = m..n) construit la séquence des f(k) quand k prend toutes les valeurs de m a
n inclus : m, puis m + 1, etc.; m et n peuvent ne pas étre entiers.

— seq(f(k),k = expr) joue le méme role, k prenant comme valeurs successives les différents
opérandes de I'expression expr.

En général expr est un ensemble ou une liste.
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La virgule qui sépare les éléments d’une séquence doit étre considérée comme un opérateur. Sa
précédence tres faible (toutes les opérations sont donc évaluées avant la prise en compte de la
séparation) mais tout de méme plus élevée que celle de 'opérateur d’assignation :=.

Pour créer des séquences, on peut également utiliser 'opérateur $.

— expr $ n crée la séquence formée de n exemplaires de expr.
— f(k) $ k = m..n est équivalent a seq(f(k),k = m..n)

— $ m..n crée la séquence m,m + 1,m + 2,..., jusqu’a la derniere valeur < n.

Dans les instructions de création de listes par $, il est recommandé de placer le nom de l'indice (k
dans I'exemple ci-dessus), ainsi que 'expression f(k), entre apostrophes. C’est en fait obligatoire
si le nom de l'indice est déja assigné.

2.G.2 Listes

Une liste est une séquence éventuellement vide délimitée par les caracteres [ et ].
Les éléments d’une liste peuvent aussi étre des listes.

Une liste est une structure ordonnée (les éléments restent dans le méme ordre, tant que 1'uti-
lisateur ne décide pas de le modifier) et acceptant les répétitions (tous les éléments peuvent
meéme étre égaux).

L’instruction sort permet de réordonner les éléments d’une liste L :

— sort (L) trie la liste L dans l'ordre croissant pour une liste de nombres, dans 1'ordre lexi-
cographique croissant pour une liste de chaines, et sinon par ordre d’adresse croissante en
mémoire.

— sort (L, test) trie L suivant le résultat donné par test, fonction de deux variables renvoyant
une valeur booléenne.

Si a et b sont deux éléments de L, a sera placé avant b si test(a, b) renvoie true.
Il y a des cas particuliers pour cette fonction test :

— Si test vaut ‘<¢ ou numeric, le tri s’effectue suivant les valeurs numériques croissantes.

— Si test vaut lexorder ou string c’est 'ordre lexicographique croissant.

L’instruction convert(L,multiset) permet de savoir combien de fois chaque élément figure
dans une liste L : le résultat est la liste des [obj,num], ol obj est un élément de L et ot num
est le nombre de fois ot il y figure.

2.G.3 Ensembles

Un ensemble (set en anglais) est une séquence (éventuellement vide) délimitée par { et }.

Les éléments d'un ensemble peuvent aussi étre des ensembles.
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Un ensemble est une structure non ordonnée : les éléments d’un ensemble apparaissent dans un
ordre dépendant de la session en cours. L’utilisateur ne peut pas, d’une session a ’autre, étre
certain que l'ordre ne sera pas changé.

Quand un ensemble est évalué, les éléments en double sont supprimés : on est donc tres pres
de la notion mathématique d’ensemble.

Les opérateurs union, intersect et minus permettent d’effectuer des opérations entre en-
sembles. Si sq, Sg, ..., s, sont des ensembles :

— Sy union Sp ... union s, donne la réunion de sy, S, ..., Sp.
On peut aussi utiliser la syntaxe ‘union‘(sy, o, ..., Sy,)-

— §; intersect sy ... intersect s, donne leur intersection.
Une syntaxe équivalente est ‘intersect‘(sy, Sa,...,Sy).

— $1 minus S» donne ’ensemble des éléments qui sont dans s; et pas dans ss.
On peut encore écrire ‘minus‘(sy, Sg).

Les opérateurs union et minus ont la méme priorité, inférieure a celle de intersect.

2.G.4 Passer d’une structure a ’autre

Soit S une séquence. On forme une liste en écrivant [ S| et un ensemble en écrivant { S }.
Si X est une liste ou un ensemble, op(X) donne la séquence de ses éléments.

On transformera donc la liste L en un ensemble par {op(L)}.
De méme on convertira ’ensemble E en une liste en écrivant [op(E)].

On peut aussi utiliser convert en écrivant convert(L,set) ou convert(F,list).

2.G.5 Rechercher des éléments

L’instruction nops calcule le nombre d’éléments d’une liste L ou d'un ensemble F.

Cette syntaxe ne convient pas pour les séquences : en effet si S est par exemple la séquence a, b, ¢
alors nops(S) s’écrit nops(a, b, c) et est interprété par Maple comme un appel de la fonction
nops avec trois arguments.

Pour dénombrer une séquence S, on écrira donc nops([S']). Cela revient a passer par une liste.
On ne doit pas passer par un ensemble si on ne veut pas risquer de perdre le décompte des
éléments répétés dans S.

Si X est une séquence (ou un ensemble ou une liste), alors :
— X|n| donne le n-ietme élément de X.

— X[m..n] donne la séquence (ou 'ensemble ou la liste) du m-ieme au n-ieme élément de X.

Si X est un ensemble ou une liste mais pas une séquence, on peut aussi écrire op(n, X) ou
op(m..n, X) pour extraire un ou plusieurs éléments consécutifs. On peut tester ’appartenance

d’un élément a un ensemble ou une liste (pas une séquence) :

Jean-Michel Ferrard ~ www.mathprepa.com 11 aotit 2001 Page 59


file:www.mathprepa.com

Principaux éléments du langage

member (expr, X) donne true si la valeur de expr figure dans X, et false sinon.

member (expr, X, >name’) joue le méme role, mais en plus, si le résultat est true, alors la
position ol a été trouvé I’élément est renvoyée dans la variable name.

On notera les apostrophes autour de name, toujours recommandées, mais nécessaires si ce
nom est déja assigné.

2.G.6 Ajouter, remplacer ou enlever des éléments

Soit L une liste :

On peut ajouter un élément z a la fin de L en écrivant [op(L), x].
Pour remplacer le k-ieme élément par new, on écrira subsop(k = new, L).
Pour éliminer le k-ieme élément : subsop(k = NULL, L).

Pour insérer un nouvel élément = en position k : subsop(k = (z, L[k]), L).

Soient L et Ly deux listes :

Pour les concaténer, on écrira [op(L1),0p(La)].

Pour insérer Ly a partir de la position k de Ly, on écrira :
subsop(k = (op(Ls), L1[k]), L1).

Soit E un ensemble :

On peut lui ajouter un élément x par : E union {x} ou {op(F),z}.

On peut retirer I'élément = de E en écrivant £ minus {z}.

2.G.7 Mapper des opérations sur des ensembles ou des listes

On sait que map permet d’appliquer une méme fonction f d’une variable aux éléments d’un
ensemble ou d’'une liste X.

La syntaxe est map(f, X), et le résultat est 'ensemble (resp. la liste) des images par f des
différents éléments de X.

La syntaxe map(f, X, args,...,arg,) applique a tous les éléments obj de X la fonction de n
variables f, le résultat étant ’ensemble ou la liste des images f(obj, args, ..., arg,).

L’instruction zip permet d’appliquer une méme fonction f de deuz variables a deux listes
Ly =[a,b,c,...] et Ly =[z,y,2,...]

La syntaxe est zip(f, L1, Lo), et le résultat est la liste [f(a,x), f(b,v), f(c, 2),...].

Si L; et Ly n’ont pas méme longueur, zip tronque la liste la plus longue, a moins qu’un
quatrieme argument ne soit présent : avec la syntaxe zip(f, L1, Lo, def), 'objet def est utilisé
comme argument par défaut pour compléter celle des deux listes qui est la plus courte.
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2.H Séquences, listes, ensembles : exemples

2.H.1 Séquences
Voici un exemple de concaténation de séquences :

>s :=1,2,4,8 : t :=s,16 : u :=t,s;
u:=1,24,8,16,1, 2, 4,8
On forme la séquence de tous les k, a partir de k = 1.7, de 1 en 1, sans dépasser 8.3 :

> seq(k,k=1.7..8.3) ;
1.7,2.7,3.7,4.7, 5.7, 6.7, 7.7

Voici la séquence des k(k+1),dek=1ak=>5:

> restart : seq(k*(k+1),k=1..5) ;
2,6, 12, 20, 30

On reprend le méme exemple, mais en donnant au préalable la valeur 10 a la variable k.

On voit que le fonctionnement de seq n’en est pas pour autant perturbé.

>k :=10 : seq(k*(k+1),k=1..5) ;
2,6, 12, 20, 30

Apres un restart, on forme encore la méme séquence, cette fois avec 'opérateur $ :

> restart : kx(k+1) $ k=1..5;
2,6, 12, 20, 30

Nouvel essai, apres avoir donné une valeur a la variable k.

Maple répond ici par un message d’erreur.

En effet, il évalue 'expression en “110 $ 10=1..5” avant d’évaluer 'opérateur $.
Contrairement a l'instruction seq, 'opérateur $ ne protége donc pas l'indice de sommation.
Il aurait fallu écrire *kx(k+1)’ $ ’k’=1..5.

Si on écrit kx(k+1) $ ’k’=1..5, on obtient la séquence 110,110,110, 110, 110.

>k :=10 : kx(k+1) $ k=1..5;
Error, wrong number (or type) of parameters in function $

L’opérateur $ est plus indiqué pour créer rapidement ce genre de séquence :
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> $3..7; 7$5;
3,4,5,6,7
7, 0,0, 7,7

Voici comment calculer le nombre d’éléments dans une séquence :
> restart : s :=a,e,d,c,e,c,a,a,b,c; nops([s]);
s:=a,e,d, c e ca,a,b,c

10

Voici maintenant comment calculer le nombre d’éléments différents dans une séquence s.

On convertit d’abord s en un ensemble pour en éliminer tous les doublons.
> restart : s :=a,e,d,c,e,c,a,a,b,c; nops({s});
s:=a,e,d, c e ca,a,hb,c

5

2.H.2 Listes

On place une liste dans la variable L. On voit que les éléments restent dans 1’ordre défini par
I'utilisateur et qu’il peut y avoir des doublons. L’instruction convert (L,multiset) permet de

savoir combien de fois chaque élément figure dans cette liste.

> restart : L :=[a,b,c,d,c,a,c] : nops(L); op(L); convert(L,multiset) ;

7
a, b, c d, c a,c
e, 3], |d, 1], [a, 2], [b, 1]

L’instruction sort trie les listes de nombres par ordre croissant.
Voici comment les trier par ordre décroissant :
> L :=[1,9,3,4,10,5] ; sort(L), sort(L, (a,b)->evalb(a>b)) ;
L:=1,9, 3,4, 10, 5
11, 3,4, 5,9, 10], [10, 9, 5, 4, 3, 1]
Les listes de noms sont triées par ordre lexicographique croissant :
> restart : L1 :=[a,g,c,f,b,h]; L2 :=sort(Ll) ;
L1 :=1a,g,c, f,b, h
L2 :={a, b, ¢, f, g, h

Pour une liste melant des nombres et des noms, le tri peut étre surprenant :

> restart : e :=[x,10,y,a,30,z,20] ; sort(e) ;
e:= [z, 10, y, a, 30, z, 20]
[z, 30, y, a, z, 20, 10]
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2.H.3 Ensembles
Lors de la premiere évaluation d’un ensemble, les doublons sont éliminés :

> restart : e :={a,b,c,d,c,a} : nops(e); op(e);

4

a, b, c, d

L’ordre dans lequel les éléments sont stockés puis affichés dépend de 'adresse en mémoire.
On ne peut donc garantir que cet ordre sera conservé d’une session a 'autre.

Le point positif est que deux ensembles formés des mémes él éments, mais saisis dans un ordre
différent par 'utilisateur, sont mémorisés et affichés de la méme maniere.

> restart : el :={d,a,c,b} : e2 :={a,b,c,d} : el, e2, evalb(el=e2) ;

{¢, a, b, d}, {c, a, b, d}, true
Voici quelques exemples d’opérations sur des ensembles :
> restart : el :={a,b,c,d} : e2 :={b,c,e} : e3 :={a,c,f} :

> el intersect e2, e2 union e3, el minus e2; ‘union‘(el,e2,e3) ;

{b, ¢}, {a, b, ¢, e, f}, {a, d}

{a7 b7 C? d’ 67 f}
Voici une liste et un ensemble formé des mémes éléments.

On le voit, 'ordre des éléments de ’ensemble peut étre quelconque.

> [$1..20];
{$1..20};

1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]

{1,2,9,10, 11, 12, 13, 14, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 20, 15, 16, 17, 18, 19}
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2.H.4 Passer d’une structure a ’autre
Ici on convertit une liste ou un ensemble en la séquence de ses éléments :

> restart
Op( [d,b,a,c]) 5
op({a,b,c,d}) ;

d, b, a, c
d, b, a,c

Voici deux manieres équivalentes de transformer une liste en un ensemble :

> restart
[a,c,b,d] ;
convert (%,set), {op(h) };

[a, ¢, b, d]
{a, ¢, b, d}, {a, ¢, b, d}

Ici, on voit comment éliminer tous les doublons dans une liste L.

Il suflit de convertir cette liste en un ensemble avant de revenir a une liste :

> restart
L :=[f,e,a,c,a,e,b,a,f] ;

Lop({op (L) PT ;
L:=[f e a,ca,ceb,a, f]
[f7 67 a’7 C? b]

2.H.5 Rechercher des éléments
On forme ici une séquence s, puis on la convertit en une liste L et en un ensemble e.
On extrait ensuite le quatrieme élément de s, de L, et de e.
> restart : s :=a,x,b,y,c,z; L :=[s]; e :={s}; s[4], L[4], e[4];
s:=a,r,by,c z
L:=la,z,b,y,c,z|
e:={x,y,a,b,c, 2}
Yy, y, b

A la suite de l'instruction précédente, on modifie s, puis on la convertit a nouveau en L et e.

On extrait alors la séquence (resp. la liste, 'ensemble) des éléments situés entre la deuxieme et
la quatrieme position :
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> s :=a,b,c,x,y,z; L :=[s]; e :={s}; s[2..4]; L[2..4]; e[2..4];

s:=a,b,c,x,y, 2
L:=la,b,c x,y, 2]
e:={z,y,a,b,c,z}
b, c, x
b, ¢, x]
{y, a, b}
Voici comment on peut encore extraire un élément, ou une séquence d’éléments consécutifs.

> restart : L :=[a,x,b,y,c,z] : op(5,L); op(4..6,L);

y? C7Z

On teste ici la présence d’un élément dans une liste.

On voit comment ’argument optionnel permet de savoir ot il se situe.

> restart : L :=[a,x,b,y,c,z] : member(t,L) ; member(c,L,’pos’), pos;

false

true, b

2.H.6 Ajouter, remplacer ou enlever des éléments
On concatene deux listes Ly et Lo :

> restart : L1 :=[a,b,c,d] : L2 :=[x,y,z] : [op(L1),op(L2)];
[a/7 b? C7 d7 x? y? Z]

On voit comment ajouter un élément x en fin ou en début de la liste L.

On voit aussi comment placer cet élément en une position donnée :

>x :=’x’ : L :=[1,2,3,4] : [op(L),x], [x,op(L)], subsop(3=x,L) ;

11,2, 3,4, x|, [z, 1, 2, 3, 4], [1, 2, x, 4]

Ici, on supprime le deuxieme élément de la liste L.

On voit aussi comment insérer un élément en troisieme position :
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> restart : L :=[a,b,c,d] : subsop(2=NULL,L), subsop(2=(b,z),L) ;
la, ¢, d], [a, b, z, ¢, d]
On peut retrancher un élément d’un ensemble, ou en ajouter un ou plusieurs :
> restart : e :={1,2,3,5} : e union {4}, e minus {2}, {op(e),a,b};
{1, 2, 3, 4, 5}, {1, 3, 5}, {1, 2, 3, 5, a, b}
Ici, on supprime le troisieme ¢élément de la séquence s :
> restart : s :=a,b,c,d : op(subsop(3=NULL, [s])) ;
a, b, d
On peut également tester la présence d'un élément dans une séquence :
> restart : s :=a,b,c,d : member(d, [s],’pos’), pos;
true, 4

2.H.7 Mapper des opérations sur des ensembles ou des listes

Voici deux fonctions d'une variable, mappées sur la meéme liste :

> L :=[1,2,3,4] : map(sqrt,L), map(x->1/x,L) ;

1, V2, V3, 2], 1, % ]

o |

9

W =

Ici, on mappe une fonction de deux variable sur la liste L.
Le premier argument prend comme valeurs successives les différents éléments de L.

Le deuxieme argument est constant et précisé a la fin de l'instruction map :
> restart : L :=[x,y,z,t,u] : map((a,b)->a"b,L,3) ;

[173, y37 z3’ t3, u3]
On éleve au carré les éléments d'un ensemble.

Dans le résultat, les doublons sont éliminés :

> map(x->x~2,{-4,-3,-1,0,1,2,4}) ;
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{16, 0, 1, 4, 9}
Voici une fonction de trois variables mappée sur un ensemble.

Les deux arguments supplémentaires sont précisés en fin d’instruction :
> restart : map((x,y,z)->y+x*z,{a,b,c,d},2,3) ;
{2+3¢,2+3d,2+3a,2+30b}

Voici comment additionner ou multiplier terme a terme les éléments de deux listes.

Dans les deux cas les deux listes sont de longueur différente.

— Dans le premier cas, la liste la plus longue est tronquée.

— Dans le deuxieme cas, 'argument optionnel sert a remplacer le ou les éléments manquants
de la liste la plus courte.

> restart : zip(‘+°,[a,b,c], [x,y,z,t]); zip(‘*‘,[a,b], [x,y,2],3) ;

la+z,b+y, c+ 2]
laz, by, 3 7]
Ici on applique la fonction min aux éléments de deux listes de méme longueur :
> zip(min, [5,3,8,4,9],[2,5,7,5,1]) ;
2,3,7,4,1]

2.1 Tables

2.I.1 Noms indicés

Un nom indicé est un objet s’écrivant name|indez|, ou name est un nom et index une expression
ou une séquence d’expressions.

Par exemple a[l], b[2, 5, 3], zyz[1l, u + v] sont des noms indicés.
Le nom name peut lui-méme étre un nom indicé. Exemples : a[z][3, 5] ou ab[z, y][z].

Quand un nom indicé namelindex] est évalué, name et index sont évalués. Si index s’évalue
sur un entier n et si name conduit a une séquence, un ensemble, ou une liste, alors name[n]
donne I’élément de position n dans cette séquence, cet ensemble, ou cette liste.

Si le nom name n’est pas assigné, I'evaluation de namelindez| (donc en fait de index) conduit
encore a un nom indicé, utilisable comme opérande dans n’importe quelle expression.

Il existe une autre structure permettant de grouper des objets et d’y accéder par I'intermédiaire
d’indices. Ce sont les tables, dont des spécialisations sont les structures de type tableau, matrice
ou vecteur.

Un des intéréets des tables est que les indices peuvent étre quelconques, et pas uniquement des
entiers consécutifs de 1 a n comme dans les séquences, ensembles ou listes.
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2.1.2 Création d’une table

Il y a deux manieres de créer un objet de type table :

— Une maniere explicite, en utilisant 'instruction table.

— Une maniere implicite en assignant un nom indicé.

Voici d’abord la maniere explicite :

— table() crée un objet de type table, ne contenant pour 'instant aucune entrée.

— table(list) crée un objet de type table, initialisé d’apres le contenu de 'objet list.

Si tous les éléments de list sont des égalités, alors chaque égalité index = entry fait de entry
un élément de la table, accessible au moyen du champ index correspondant. Si index ou entry
sont des séquences, elles doivent étre encadrées par les caracteres ( et ).

Si les éléments de list = [elty,elty, ..., elt,] ne sont pas tous des équations, alors list est
considérée comme s’écrivant [1 = elt;,2 = elt2,...,n = elt,] et ce qui précede s’applique (les
indices sont donc 1,2,...,n).

On mémorise la table dans un nom en écrivant name :=table() ou name :=table(list). Voici

maintenant la maniere implicite de créer une table.
Considérons un nom indicé namelindez| ot le nom name n’est pas assigné.

instruction namelindex] := entry crée une table nommée name, ne comportant au dépar
L’instruct d t tabl , tant d t
qu'un seul élément (la valeur de entry), accessible au moyen de l'indice index.

2.1.3 Ajouter ou supprimer des éléments a une table

Soit name le nom d’une table déja créée.

— Si index n’est pas lindice (ou la séquence d’indices) permettant d’accéder a un élément
existant de la table, alors l'instruction namelindex] := entry, ajoute 1’élément entry, le
rendant accessible au moyen de l'indice (ou de la séquence d’indices) indezx.

— Si au contraire index permet déja d’accéder a un élément existant de la table, alors 'instruc-
tion précédente effectue le remplacement de I'ancien élément par le nouveau.

— On peut notamment effacer une entrée par : namelindex] := >name’ [index].

On notera bien les apostrophes. La syntaxe est analogue a celle qui permet de désassigner
n’importe quel nom.

2.I1.4 Lecture et affichage d’une table

Si name est le nom d’une table, et si index est un indice (ou une séquence d’indices) permettant
d’accéder a un élément de la table, alors I’évaluation de namelindex] produit cet élément.

Avec les mémes notations, indices(name) donne la séquence formée des listes [indez], pour
tous les indices index permettant d’accéder aux différents éléments de la table.
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L’utilisation de listes est nécessaire car un indice peut lui-méme étre une séquence.

De méme, entries(name) donne la séquence formée des listes [entry|, pour chacun des éléments
entry connus de la table.

On ne peut pas prévoir a priori 'ordre dans lequel apparaissent les éléments des séquences
produites par indices et entries, mais les deux ordres sont cohérents I'un avec 'autre.

L’évaluation des tables obéit a une regle particuliere, dite évaluation vers le dernier nom (ce
comportement sera aussi celui des procédures).

Si par exemple name est le nom d’une table, et si on a effectué les assignations name2 :=name
puis name3 :=name2, alors I’évaluation du nom name3 (ou celle des noms name2 et name)
s’arrétera au nom name.

Pour réellement évaluer le nom name en le contenu de la table, il faudra utiliser la syntaxe
eval(name), op(name), ou print(name) (cette derniére uniquement pour affichage).

On pourra aussi afficher le contenu d’une table name par lprint(eval(name)) : comme toujours
avec lprint, 'affichage est effectué d’une fagon linéaire (pas de pretty print).

2.1.5 Dupliquer une table

Supposons que a soit le nom d’une table et que Uentrée a4, 5] soit définie et égale a 2.

Si on exécute l'instruction b :=a, le contenu de b est le nom a, et pas la table désignée par a :
c’est une conséquence de ’évaluation vers le dernier nom.

La valeur de b[4, 5] est bien str 2, mais parce que b[4, 5] s’évalue d’abord en a[4, 5], puis en 2.

En particulier, si on écrit a[4,5] := 0, alors I"évaluation de b[4,5] donnera 0, car b[4,5] est
automatiquement évalué d’abord en a[4, 5.

De méme si on pose b[4,5] := 3, alors I'évaluation de a[4, 5] donnera 3.

En effet I'instruction b[4,5] := 3 est d’abord évaluée en a[4, 5] := 3 avant que 'assignation ne

soit réalisée.
On peut résumer cette situation en disant que a et b pointent vers la méme table.

Si on veut dupliquer la table désignée par a en une nouvelle table nommée b, identique au
départ a la précédente, mais autonome de celle-ci, on utilisera la syntaxe b := copy(a).

2.1.6 Fonctions d’indexation

Il est possible de définir des tables ayant des propriétés particulieres. Une table peut ainsi étre
déclarée symétrique, antisymétrique, creuse, diagonale ou identité.

Cela se décide a la création de la table en utilisant I'un des mots réservés suivants : symmetric,
antisymmetric, sparse, diagonal ou identity.

Pour sélectionner 1'une de ces fonctions d’indexation, on précisera le mot correspondant comme
parametre de I'instruction table, avant ou apres la liste des initialisations.
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— Pour une table creuse (sparse) :

Les entrées non encore précisées dans la table sont supposées valoir 0.

— Pour une table symétrique (symmetric) :

Deux séquences d’indices se déduisant 'une de l'autre par simple permutation conduisent
a des entrées identiques. Cela signifie par exemple que si on pose name[l,2] := 4, alors
implicitement on a aussi posé name(2, 1]:=4.

— Pour une table antisymétrique (antisymmetric) :

Les entrées correspondant a deux listes d’indices se déduisant 1'une de 'autre par une per-
mutation sont réputées égales si cette permutation est paire (c’est-a-dire se décompose en un
nombre pair d’échanges) et opposées sinon.

Si on pose par exemple name[l,2,3] := x, cela signifie qu’implicitement on a aussi posé
name(2,1,3]:=—x et name[2,3,1]:=x.

— Pour une table diagonale :
Les entrées relatives a des séquences d’indices non tous égaux sont nulles.

— Pour une table identité :

C’est la méme chose, mais les entrées relatives a des séquences d’indices tous égaux sont aussi
réputées étre égales a 1.

On peut définir ses propres fonctions d’indexation, mais cela releve d’une utilisation avancée
de Maple. Enfin toute table possede une fonction d’indexation : par défaut, il s’agit de 'objet
NULL (séquence vide).

2.1.7 Opérandes d’une table

Une table a deux opérandes : la fonction nops renvoie donc la valeur 2.

— Le premier, op(1,...), est la fonction d’indexation (par défaut, la séquence vide NULL).

— Le second, op(2,...), est la liste des égalités index = entry (chaque fois que index est une
séquence, elle est encadrée par deux parentheses).

— L’expression op(0, . ..) renvoie le nom table.

2.J Tables : exemples

2.J.1 Noms indicés

On définit une liste L. Le quatrieme élément de L est lui-méme une liste, [d, e, [f, g], h].
L[4][3] extrait le troisieme élément de celle-ci, soit la liste [f, g].

Enfin L[4][3][1] extrait le premier élément de [f, g], c’est-a-dire f.

> restart : L :=[a,b,c,[d,e, [f,gl,h],il; L[1]; L[4]; L[4]1[3]; L[4][31[1];
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L:=la, b, ¢ [d, e [f, g], h], 1]

d, e, [f, g], I]
£, gl
/

On voit ici comment effectuer des calculs sur des noms indicés :
> restart : b :=a : al[l]l+al[x]+3*xal[2]; al1,2]+b[3]+b[1,2] ;
a1 + a, + 3as

2@172 + as

2.J.2 Création d’une table

On crée la table ¢t d'une fagon explicite.
On précise pour cela la liste [a, b, ] de ses trois éléments.

Par défaut, les trois indices sont respectivement 1, 2 et 3 :

> restart : t :=table([a,b,c]); indices(t) ; entries(t) ;

t := table(]

2=0

3=c

1=a

)
2], 3], [1]
[0], [c], [a]

Voici une autre maniere de créer une table .
On précise par exemple que z est I’élément de la table pour l'indice (a, 2).
On peut ensuite évaluer t[a, 2] : on retrouve x.

En revanche, t[1, 3] reste inchangé car on n’a rien placé dans t a cette “adresse”.

> restart : t :=table([(a,2)=x,(2,b,5)=z]); tl[a,2], t[1,3], t[2,b,5];
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x, t1,37 <

A la suite de la ligne précédente, on cherche a afficher la table t.
Evaluer le nom ¢ ne donne rien : I’évaluation reste bloquée sur le dernier nom.
Pour afficher le contenu de ¢, on utilisera en général eval(t).

L’intruction lprint(eval(t)) provoque un affichage en mode linéaire (et comme print, cette
instruction n’agit pas sur I’historique des calculs, c¢’est-a-dire sur le contenu de %).

> t; eval(t); lprint(eval(t)) ;

table(]
(a,2) =z
(2,b,5) ==z
)

table([(a, 2)=x,(2, b, 5)=z])

Voici la séquence des indices de la table ¢, puis celle de ses éléments :

> indices(t) ; entries(t) ;

On voit comment vider le terme d’indice (a, 2) de la table ¢ :

> tla,2] :=’t[a,2]’ : op(%);

table(]
(2,0,5)==2
)

On crée une table tab de maniere implicite, en définissant I’élément d’indice (1,2,3) :

> restart : tab[1,2,3] :=b5!; eval(tab) ;

tCLbLQ’g =120

table([
(1,2, 3) = 120
)

Jean-Michel Ferrard ~ www.mathprepa.com 11 aotit 2001 Page 72


file:www.mathprepa.com

Principaux éléments du langage

2.J.3 Evaluation vers le dernier nom

On crée une table, qu’on place dans 1.

On place ensuite le nom ¢1 dans la variable {2, puis le nom ¢2 dans ¢3.
On voit que I’évaluation de t1, 2 et t3, conduit a chaque fois a t1.

Pour afficher le contenu de t3, il faut utiliser I'instruction eval :

> restart : tl1 :=table([a,b,c]) : t2 :=t1 : t3 :=t2 : t1,t2,t3; eval(t3) ;

11, t1, t1
table([
2 =
3=c
l=a

)

A la suite de la ligne précédente, on supprime ’élément d’indice 2 de la table ¢3.
On crée ensuite un élément d’indice 4 et de contenu z.

En fait ces affectations rejaillissent sur la table contenue dans t1, vers laquelle pointent les
variables 12 et t3.

> t3[2] :=t3[2]’ : t2[4] :=z : t1, t2, t3; eval(tl) ;

t1, t1, t1
table(]
3=c
4=z
1=a

)

A la suite de la ligne précédente, on duplique la table t1 et on place le résultat dans 2.

On duplique la table contenue dans t2 et on place le résultat dans ¢t3. A ce moment les trois
tables sont identiques, mais elles sont devenues indépendantes I'une de 'autre.

On le voit par exemple avec la suppression de t2[4] et la création de t3[5].

> t2 :=copy(tl) : t3 :=copy(t2) : t2[4] :="t2[4]’ : t3[5] :=xx :
lprint(eval(t1)) ; lprint(eval(t2)) ;1lprint(eval(t3)) ;

table([(3)=c, (4)=z,(1)=a])

table([(3)=c, (1)=al)

table([(3)=c, (4)=z, (1)=a, (5)=xx])
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2.J.4 Fonctions d’indexation

On crée une table en lui donnant la fonction d’indexation symmetric.

On voit par exemple comment 1'évaluation des trois éléments t[1,2, 3], ¢[2,3,1] et ¢[3, 1, 2] est
redirigée vers le méme élément :

> t :=table(symmetric) : t[1,2,3], t[2,3,1], t[3,1,2];

t1,2,3, t1,2,3, t1,2,3
Voici un exemple analogue, mais avec une table antisymétrique :

> t :=table(antisymmetric) : t[1,2,3], t[2,1,3], t[3,2,1], t[2,3,1];

t1,2,3, —t1,2,3, —t1,2,3, t1,2,3

Quans on définit une table antisymétrique, et qu’on crée par exemple 1’élément d’indice (1,2),
on crée automatiquement celui d’indice (2, 1), et les deux valeurs sont opposées :

> restart : t :=table(antisymmetric, [(1,2)=xx]) : t[2,1];
—xx

Quand on crée une table de type sparse, on peut tres bien entrer telle ou telle valeur.

Les entrées non définies par 'utilisateur sont alors considérées comme contenant O :

> t :=table(sparse, [2=10]) : t[1], t[5,2,3], t[4,-1], t[2];
0,0, 0, 10

Avec une table de type diagonal, les coefficients diagonaux sont laissés au libre choix de 'utili-
sateur, et les autres sont nuls :

> t :=table(diagonal) : t[1,2,4], t[3,3], t[5,5,56], t[5,5,6];

0, t3,3, t5,5,5, 0

Si une table est déclarée diagonale, on ne peut évidemment pas forcer un coefficient non diagonal
a étre non nul...

> t :=table(diagonal, [1,2]=5) ;

Error, invalid parameters for creation of table or array

Voici enfin la création d’une table de type identity :

> t :=table(identity) : t[1,2,4], t[3,3], t[5,5,5], t[5,5,6];

0,1,1,0
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2.J.5 Opérandes d’une table

Voici la création d'une table de type sparse :

> restart : t :=table([(1,2)=x,(2,a,b)=y+1,5=zzz] ,sparse) ;

On évalue ensuite le nombre des opérandes de cette table.

On voit encore qu’il est nécessaire d’utiliser eval pour accéder effectivement a la table :

> nops(t), nops(eval(t)) ;
1,2

A la suite des deux lignes précédentes, voici les opérandes d’indice 0 (le type table), d’indice
1 (la fonction d’indexation) et d’indice 2 (la liste des égalités index = entry) :

> op(0,eval(t)) ; op(l,eval(t)) ; op(2,eval(t)) ;

table

sparse

[(17 2) =T, 5= RZZ, (2a a, b) :y+1]

2. K Tableaux

2.K.1 Création d’un tableau

Un tableau (array) est une forme particuliere de table.

Plus précisément un tableau a n dimensions est une table dont les index sont des séquences de
n entiers, le k-ieme de ces entiers, c’est-a-dire celui qui correspond a la k-ieme dimension, ne
pouvant prendre que les valeurs d’un intervalle (range) spécifique a cette dimension.

On crée un tableau au moyen de l'instruction array.

On peut créer un tableau uniquement en précisant ses dimensions, sans fixer la valeur d’aucune
entrée pour 'instant. Pour cela on se contente de préciser les ranges propres a chaque dimension.

— array(m..n) crée un tableau a une dimension. Les indices permettant d’accéder a ce tableau
sont alors les entiers ¢ compris entre les entiers m et n.

— array(m..n, p..q) crée un tableau a deux dimensions. Si on stocke un tel tableau sous le nom
name, on accédera a ses entrées en écrivant nameli, j|, ou Uentier i est compris entre les
entiers m et n, et ou j est compris entre p et q.

Jean-Michel Ferrard ~ www.mathprepa.com 11 aotit 2001 Page 75


file:www.mathprepa.com

Principaux éléments du langage

Plus généralement array(ranges,...,range,), ou chaque rangey est un intervalle d’entiers,
crée un tableau a n dimensions.

On peut également créer un tableau en précisant uniquement les entrées . Le nombre de di-
mensions et les ranges correspondants s’en déduisent, avec la seule différence que ces intervalles
débuteront tous a 1.

— array([er, ea,...,€,]), ol e; n'est pas une liste, crée un tableau a une dimension, ou les
entrées eq, ..., e, correspondront respectivement aux indices 1,...,n.
— array([listy, listy, ..., list,]), ou list; est une liste dont les éléments ne sont pas des listes,

crée un tableau a deux dimensions, la premiere étant n, la deuxieme étant la longueur de la
liste list;.
Les éléments de [ist; définissent la premiere ligne du tableau.

Les listes suivantes list,, ..., list,, doivent étre de longueur inférieure ou égale a celle de list;
et permettent de définir le début ou la totalité de chacune des n — 1 autres lignes du tableau,
les entrées manquantes restant indéfinies.

Plus généralement, la syntaxe array([listy, lists, ..., list,]) permet de créer et d’initialiser des
tableaux de dimension 3 ou supérieure.

Pour un tableau de dimension 3, par exemple, les éléments de list; doivent étre des listes dont
les éléments eux-mémes ne doivent pas étre des listes...

On peut créer un tableau en mélangeant les deux syntaxes précédentes (séquence des ranges
relatifs & chaque dimension et initialisation de tout ou partie des entrées de la table). Les deux
types d’indication ne doivent évidemment pas se contredire.

On peut enfin préciser une fonction d’indexation, les mémes que pour les tables.

La syntaxe générale de création d'un tableau est donc array(index_func, seq-ranges,list),
les trois arguments pouvant étre donnés dans un ordre quelconque, les ranges devant figurer
consécutivement dans une séquence.

2.K.2 Lecture et affichage d’un tableau

Contrairement aux tables, on ne peut pas ajouter ou supprimer un élément & un tableau
) b
puisque les dimensions de celui-ci sont fixées a sa création.

On peut simplement modifier une entrée existante, la définir si ce n’était déja fait, ou la rendre
indéfinie en la désassignant.

Pour les objets de type array, comme pour les objets de type table, les fonctions indices et
entries donnent la liste de tous les index et de toutes les entrées, en se limitant aux entrées
et aux indices réellement définis.

On rappelle que l'ordre dans lequel sont donnés ces index et ces entrées est imprévisible, mais
que les deux ordres sont cohérents I'un avec l'autre.

Les tableaux, comme les tables, sont soumis a la regle de I’évaluation vers le dernier nom.
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Si on a mémorisé un tableau sous le nom name, il faudra écrire eval(name) ou op(name) pour
que I’évaluation conduise réellement au tableau.

Pour 'affichage on pourra aussi utiliser print(name).
L’instruction copy permet de créer une copie d’un tableau, indépendante de 1'original.

Les tableaux a une ou a deux dimensions sont affichés sous une forme matricielle traditionnelle,
a la condition cependant que les ranges relatifs a chaque dimension commencent par 1. On
parlera alors de vecteur en dimension 1 (vector) ou de matrice en dimension 2 (matriz).

Le package 1inalg contient des instructions permettant de créer plus simplement encore des
vecteurs ou des matrices.

Sinon, et en particulier a partir de 3 dimensions, les tableaux sont affichés comme sont le sont
les tables, a raison d'une égalité index = entry par ligne.

2.K.3 Opérandes d’un tableau

Contrairement aux objets de type table, qui n’ont que deux opérandes, les objets de type array
en ont trois.

— Le premier, op(1,...), est le nom de la fonction d’indexation.

Par défaut, c’est la séquence vide NULL.
— Le second, op(2,...), est la séquence des ranges relatifs a chaque dimension.

— Le troisieme, op(3,...), est la liste des égalités index = entry.

Chaque fois que index est une séquence, elle est encadrée par deux parentheses.

Pour un tableau tab, 'expression op(0, tab) renvoie le nom array.

2.K.4 Conversions entre listes, tables et tableaux

Il y a peu de différences apparemment entre une liste et un tableau a une dimension, et notam-
ment quand ce tableau est un vecteur, ¢’est-a-dire quand 'intervalle des indices débute a 1, car
les deux objets sont affichés exactement de la méme maniere.

Mais ces objets sont différents quant a la facon dont ils sont codés en mémoire et aux fonctions
qui leurs sont applicables.

Par exemple l'instruction sort s’applique a une liste et pas a un vecteur.

Il peut donc étre utile de transformer une liste en vecteur, ou réciproquement.
On dispose des possibilités suivantes de conversion :
— convert(list, array)

Convertit la liste list en un vecteur.

Ici le premier élément de list ne doit pas étre lui-méme une liste.

— convert(vect,list)
Convertit le tableau vect, de dimension 1, en la liste de ses éléments.
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— convert([listy, ..., list,],array)
Convertit une liste de listes en une matrice.
Ici le premier élément de list; ne doit pas étre une liste.

Le nombre n donne la premiére dimension (le range est 1..n) et la longueur p de list; donne
la deuxieme dimension (le range est 1..p).

Les listes suivantes doivent étre de longueur au plus égale a celle de list;.

— convert(matr,listlist)
Convertit une matrice, ou un tableau de dimension ; 1, en une liste de listes.

— convert(tab,array,m..n)

Convertit la table tab en un tableau de dimension 1, avec un range m..n.

— convert(tab,array,m..n,p..q)
Convertit la table tab en un tableau de dimension 2, avec les ranges m..n et p..q.

2.K.5 Opérations sur vecteurs et matrices

On peut effectuer les opérations arithmétiques classiques (somme, produit, inverse, etc.) sur
des vecteurs ou des matrices, ¢’est-a-dire des objets de type array de dimension 1 ou 2 avec des
intervalles d’indice débutant a 1.

Les opérateurs sont +, -, &*, et ~. Pour étre interprétée comme un calcul matriciel a effectuer,

I'expression doit étre évaluée par evalm (littéralement evaluate to matriz).

L’opérateur * peut étre utilisé mais avec prudence, notamment a cause des simplifications
automatiques dues au fait que cet opérateur est considéré comme commutatif par Maple.

Toujours a condition d’'utiliser evalm, on peut multiplier une matrice par une une constante,
ou plus généralement par une expression, mais cette fois-ci en utilisant 'opérateur * .

Dans les calculs matriciels les vecteurs sont considérés comme des matrices colonnes.

On peut calculer I'inverse d’une matrice A par evalm(A~(-1)).

On peut calculer sa puissance n-ieme par evalm(A™n).

La matrice identité peut étre désignée par &* ().

Dans une somme, un opérande non matriciel sera considéré comme multiple de 'identité.
Enfin evalm permet de mapper une fonction f sur une matrice ou un vecteur matr.

Pour cela, la syntaxe est evalm(f(matr)).

Notons que map est encore utilisable sur les tables, et donc sur les objets de type array, la

syntaxe étant map(f, tab) si f ne prend qu'un argument et map( f,tab, args,...,arg,) si f prend
n arguments (le premier d’entre eux étant pris dans la table et les suivants étant fixés aux
valeurs arg2, ..., arg, indiquées dans l'instruction.)
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2.LL. Tableaux : exemples

2.L.1 Création, affichage, lecture et opérandes d’un tableau
On crée un tableau a une seule dimension, l'intervalle des indices étant 0..2 :

> v :=array(0..2) ; lprint(eval(v)) ; print(v) ;

v := array(0..2, [])

array(0 .. 2,[1)

array(0..2, [
(0) = wo
(1) =
(2) = v

)

Voici maintenant un tableau a deux dimensions, avec des indices de 1 a 2 pour la premiere
dimension, de de —3 a —1 pour la seconde :

>t :=array (1..2,-3..-1); print(t) ;

t:=array(1..2, =3.. — 1, [])

Dans le tableau précédent, on initialise deux entrées.
> t[1,-2] :=x+1 : t[1,-3] :=10 : lprint(eval(t)) ; indices(t) ; entries(t) ;
array(1 .. 2, -3 .. -1,[(1, -2)=x+1,(1, -3)=10])

[1, =2}, 1, =3]

[z + 1], [10]

Toujours pour le tableau précédent, on évalue léntrée d’indices (1, —2).

Puis on désassigne cette entrée avant dén initialiser une autre :

> t[1,-2]; t[1,-2] :="t[1,-2]’ : t[2,-3] :=99 : lprint(eval(t)) ;
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rz+1

array(1 .. 2, -3 .. -1,[(2, -3)=99,(1, -3)=10])

On crée maintenant un tableau a trois dimensions :

>t :=array(1..2,1..4,1..3) : t[2,3,1] :=999 : lprint(eval(t)) ;

array(l .. 2, 1 .. 4, 1 .. 3,[(2, 3, 1)=999])

Le tableau v, a une dimension, initialisé par la liste de ses éléments, est un vecteur :

> restart : v :=array([a,a+1,b,a*b]) ; indices(v) ; entries(v) ;
vi=la,a+1, b, abl

[, 2], 3], [4]
[al, [a+ 1], (8], [ab]

Voici plusieurs manieres d’afficher le vecteur précédent :
> eval(v) ; op(v); print(v) ; lprint(eval(v))
l[a, a+ 1,0, ab

la, a+ 1,0, ab
l[a, a+ 1,0, ab

array(1l .. 4,[(1)=a,(2)=a+1,(3)=Db, (4)=axb])

On crée une matrice en précisant ses éléments, mais de maniere incomplete :

> restart : m :=array([[a,b,c],[d],[e,f]]); lprint(eval(m)) ;
a b c

m = d mo 2 M2 3
€ f ms, 3

array(1..3,1..3,[(3,1)=f,(1,2)=b, (2,2)=e,(1,3)=c,(1,1)=a,(2,1)=d])

Voici une autre matrice, initialisée completement par la donnée de ses éléments :

> restart : m :=array([[atb,c+d,e+f,g+h], [a-c,b-d,e-g,f-gl]l) ;
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a+b c+d e+ f g+h
a—c b—d e—gqg f—g

Voici un tableau a 3 dimensions, initialisé en partie par la donnée de ses éléments :
> restart : m :=array([ [ [1,5,2],[3,2] ],[ [4,8,3],[5] 11);

ray(1..2, 1.2, 1..3, |

s
=
X

N}

_ W

[\

— = = = =

DO
[\
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(\V]
w

[\)
NN~ P NDNDN - ==
_ W

[\]

[\]

~—

La matrice m est créée en définissant a la fois ses dimensions et certains de ses éléments :
> restart : m :=array(1..3,1..4,[[al,[b,c],[d,e,f]]) ;

a Mmyp2 Mi3 Mi4
m = b C ma 3 M2 4
d e f msa

On définit ici une matrice symétrique. On voit comment, méme encore indéfinis, deux coeffi-
cients symétriques 1'un de 'autre par rapport a la diagonale sont égaux.
> m :=array(symmetric,1..3,1..3) : print(m) ;
mi1 My2 My 3
my2 Mg 2 M2 3
my,3 M2 3 M3.3
Dans la matrice précédente, on définit quelques entrées :

>m[1,2] :=10 : m[2,3] :=100 : m[3,3] :=999 : print(m) ;

miy 1 10 mi 3
10 mao 100
mys 100 999

Voici alors les opérandes de la matrice obtenue :
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> op(0,eval(m)), op(l,eval(m)) ; op(2,eval(m)) ; op(3,eval(m)) ;

array, symmetric

1.3, 1.3
[(2, 3) =100, (1, 2) = 10, (3, 3) = 999]
Voici enfin les indices et les entrées de cette matrice :
> indices(m) ; entries(m) ;
12, 3], [1, 2], [3, 3]
[100], [10], [999]

On crée maintenant une matrice antisymétrique :

> m :=array(l..4,1..4,antisymmetric) : m[2,3] :=100 : print(m) ;

0 mye  Mi3 M4
—Mmy, 2 0 100 ma 4
—ma,3 —100 0 ms, 4

—MmMi 4 —Ma 4 —M34 0

Voici un vecteur creuz. On ne définit explicitement que la valeur de v[5].

Tous les autres éléments sont nuls par défaut :

> v :=array(sparse,1..7) : v[5] :=999 : print(v) ;

[0, 0, 0,0, 999, 0, 0]

On définit ici un autre vecteur creuz, initialisé a la fois par la donnée de sa dimension et par
ses deux premiers éléments :

> v :=array(l..7,[4,9],sparse) ;

vi=[4,9,0,0,0,0,0]

La matrice m, de taille 3 x 8, est également de type creux :

>m :=array(l..3,1..8,sparse) : m[2,6] :=9999 : print(m) ;

000O0®O 000
00000999 0 0O
000O0O 000

On crée maintenant une matrice de type diagonal :
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> m :=array(diagonal,l..4,1..4) : print(m) ;

mi 0 0 0
0 ma 2 0 0
0 0 ms, 3 0
0 0 0 my 4

Voici comment former la matrice identité d’ordre 3 :

> m :=array(l..3,1..3,identity) : eval(m) ;

1 00
010
0 01

2.L.2 Conversion entre listes, tables et tableaux

Ces deux objets semblent égaux, mais ils ne le sont pas.
L’un est un vecteur, ’autre est une liste. A I'affichage, rien ne les distingue :

> a :=array([30,51,27,83]); b :=[30,51,27,83] ; evalb(eval(a)=b) ;
a = [30, 51, 27, 83]
b:=[30, 51, 27, 83)
false

L’instruction whattype permet de les différencier, tout comme la fonction op qui donne ici la
liste de leurs opérandes :

> whattype(a), whattype(eval(a)), whattype(b) ; op(a); op(b) ;

string, array, list
(30, 51, 27, 83]
30, 51, 27, 83
On voit que a et b sont codés de manieres tres différentes en mémoire :
> op(2,eval(a)) ; op(2,b); op(3,eval(a)); op(3,b) ;
1.4

51
[1=30,2=51,3=274=83]
27

Autre différence, on peut trier la liste b, pas le vecteur a :
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> sort(b), sort(a) ; sort(eval(a)) ;

[[17 77 5]’ [3? 9> 2”7 a
Error, invalid argument for indets

Voici comment convertir le vecteur a en une liste, et la liste b en un vecteur.

On notera bien le résultat du deuxieme test, car a et bb sont bien égaux :

> aa :=convert(a,list) ; bb :=convert(b,array) ;
evalb(aa=b), evalb(bb=a) ;
lprint(eval(bb)) ; lprint(eval(a)) ;

aa = [30, 51, 27, 83]

bb = [30, 51, 27, 83]

true, false

array(l .. 4,[(1)=30,(2)=51,(3)=27,(4)=83])

array(l .. 4,[(1)=30,(2)=51,(3)=27,(4)=83])

En fait evalb(...=...) ne permet pas de vérifier I’égalité de deux tableaux pourtant égaux, sauf
dans le cas ou les deux variables pointent en mémoire sur le méme tableau :

> vl :=array([4,5]) : v2 :=vl : v3 :=array([4,5]) : evalb(vl=v2) ; evalb(vi=v3) ;

true

false

Voici comment convertir une liste de listes en matrice :

>a :=[[1,7,5],[3,9,2]]; b :=convert(a,array) ;
a:=1[[1,7, 5], [3,9, 2]]
1 75
bi= [ 3 9 2 }
La conversion inverse est également possible :

> a :=array([[1,7,5],[3,9,2]1]); b :=convert(a,listlist) ;

175
“::{3 9 2}
b:=|[1, 7, 5], [3,9, 2]
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2.L.3 Opérations sur vecteurs et matrices
On crée une matrice carrée M, de dimension 3 x 3 :

> restart : M :=array([[1,2,lambda],[1,0,-1],[1,1,0]]) ;
1 2 A

M=]110 -1

11 0

On forme également deux matrices N et P de tailles respectives 3 x 2 et 2 x 3 :

> N :=array([[1,0],[-1,1],[2,1]1]1); P :=array([[1,1,2],[-1,3,2]11);

Voici enfin un vecteur V, de longueur 3 :

>V :=array([3,2,4]) ;
V=3, 2, 4]

On effectue le produit de la matrice P par le vecteur V.

Ce dernier est alors considéré comme une matrice-colonne :

> PxV, P&V, evalm(P&*V) ;

PV, P&« V, [13, 11]

Voici le produit de N par P, mémorisé dans la variable () :

> Q :=evalm(N&xP) ;

O
|
|
[ N
TN =
DO N

On effectue également le produit de P par N :

> evalm(P&xN) ;
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tH

On n’utilisera pas 'opérateur * pour les produits de matrices!

On voit bien pourquoi sur I'exemple suivant. En effet 'expression PN — NP n’a aucun sens
mais elle est pourtant automatiquement simplifiée en 0, car Maple considere avant toute chose
que l'opérateur * est commutatif :

> PxN-Nx*P ;
0

L’utilisation de la bonne syntaxe montre I'incompatibilité des dimensions :
> evalm(P&*N-N&«P) ;

Error, (in linalg[matadd]) matrix dimensions incompatible

Les produits M Q) et QM existent tous deux mais sont distincts.

> MxQ-QxM,
evalm(M&xQ) ,
evalm(Q&*M) ;
evalm(M&*Q-Q&xM) ;

—3+A 5+5A 246X

0, 0 —4 —4

~1 3 2
4 4 A-1 —74+X 145X 345\
0 -4 —2x-2 |, 0 0 —242A
12 8 A-5 ~13 -5  T-2A

Voici l'inverse de la matrice carrée M (dans le cas général, c’est-a-dire A # 1) :

> evalm(M~(-1)) ;

T A 2
A—1 A—1 r—1

1 A 1+ X
A—1 A—1 A—1
1 1 2

L A—1 x—1  x—1]

On calcule maintenant la puissance quinzieme de la matrice () :
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> evalm(Q~15) ;

—17236805051 52784156977 35547351926
11133289426 —34473610102 —23340320676
—40577125727 123878860829 83301735102

Voici comment effectuer le produit ou la somme d’une matrice et d’'une constante.
Pour la somme, la constante est implicitement multipliée par la matrice identité.

En revanche, le produit s’effectue terme a terme :

> evalm(Q+alpha), evalm(alphaxQ) ;

1+« 1 2 o o 2«
-2 24« 0 , | 2a 2a 0
1 ) 6+ « « Sa 6«

On peut mapper une fonction quelconque sur les termes d’une table (donc d’un tableau, d'une
matrice ou d’'un vecteur) au moyen de la fonction map.

Pour les matrices et les vecteurs on peut parfois utiliser la syntaxe evalm(f(matr)).
Ici on applique les fonctions sqrt et sin au vecteur V', avec deux syntaxes différentes.

On observera le comportement différent avec evalm :

> map(sqrt,V), evalm(sqrt(V)) ; map(sin,V), evalm(sin(V)) ;
V3, V2,9, V3.2, 4], [sin(3), sin(2), sin(4)), [sin(3), sin(2), sin(4)]

Voici deux manieres d’ajouter la constante o a tous les termes de la matrice @ :

> map(x->x+alpha,Q), map((x,y)->x+y,Q,alpha) ;

l+a 14+a 24+« l1+a 14+a 24+«
—24+a 24+a  « , | —24+a 24+4a o«
l1+a 5+a 6+« l+4a 5+a 6+«

Ici on crée une matrice R, dont les coefficients dépendent de la variable x.

Puis on effectue une dérivation terme a terme :

> R :=array([[cos(x),sin(x)], [tan(x),cos(x)]1])
eval(R), map(diff,R,x) ;

[Cos(x) sin(m)]’{ “sin(z)  cos()

tan(z) cos(z) 1 +tan(z)®> —sin(x)
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2.M Les Types de Maple

2.M.1 Types de base

Pour savoir quel est le type d'un objet obj, on évaluera I'instruction whattype(0bj).
Le résultat est un nom.

On pourra vérifier qu'un objet obj est d’un type particulier en évaluant type(obj,typname), ot
typname est I'un des noms prédéfinis par Maple pour représenter tel ou tel type.

Le résultat est true ou false, suivant que 'objet 0bj est ou n’est pas de type typname.

Les types de base de Maple sont :

— symbol, string : noms symboliques, chaines de caracteres.
— integer, fraction, float : entiers, nombres rationnels, nombres réels.

— “+¢ ‘% "¢ sommes, produits, puissances.

— (=00 <) k=10 Ggalités et inégalités.

Y

4 ¢

— ‘and‘, ‘or‘, ‘not‘ : expressions booléennes.
— function : appels a une fonction, ou composition de fonctions.

— exprseq, set, list : séquences, ensembles, listes.
Remarque : le type exprseq ne peut pas étre testé par la fonction type.

[4

— indexed, table, array, : noms indicés, tables, tableaux, intervalles.
— procedure : programmes.

— series : objets obtenus par U'instruction series (développements limités.)
— uneval : objets non évalué car encadrés d’apostrophes ('z’, '243’).

— ¢. ¢ : concaténations non évaluées, par exemple a.(2/3).

2.M.2 Réunions ou synonymes de types de base

Certains types sont des regroupements de types de base de Maple. Ils peuvent encore étre
utilisés comme deuxieme argument dans l'instruction type (la syntaxe est type(obj,typname),
mais on rappelle que cette instruction ne renvoie que des noms de type de base.

Voici une liste non exhaustive des types qui sont réunions de types de base :

— rational : regroupe les types integer et fraction.
— numeric : regroupe les types rational et float.
— name : regroupe les types string et indexed.

— relation : regroupe les types ‘= ‘<‘ ‘<=¢ <>,
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— logical : regroupe les types ‘and‘, ‘or‘, ‘not‘.
— boolean : regroupe les types relation et logical.

Ce type reconnait aussi les constantes true et false.

— algebraic : regroupe en particulier les types numeric, name, les sommes, produits, puis-
sances, factorielles, et les appels de fonctions non évalués.

— anything : regroupe tous les types sauf exprseq.

Maple utilise aussi des types synonymes des types de base.

Ces synonymes sont encore utilisables avec I'instruction type :

— “%x ¢ est synonyme du type ‘"

4 [4

— equation est synonyme du type ‘=

— range est synonyme du type .. °

2.M.3 Types “précisés”

Alors que les types réunions permettent de reconnaitre des classes plus importantes d’objets
que les types de base (ils ratissent plus large), les types précisés operent des sélections plus
fines. En voici une liste non limitative. Ils peuvent étre utilisés avec l'instruction type :

— matrix, vector
Vecteurs ou matrices (dimension 1 ou 2, indices commengant a 1).

— listlist

Listes de listes, les listes internes devant avoir méme longueur.

— scalar
Dans une expression matricielle, tout sauf les vecteurs et les matrices.
‘19 ‘union‘, ‘intersect, ‘minus‘, sqrt

Les objets résultant de ’appel non évalué a la fonction ou a I'opérateur spécifié.
— positive, negative, nonneg

Les nombres positifs (>0), négatifs (<0) ou non négatifs (>=0).

— even, odd
Les entiers pairs (even) ou impairs (odd).

— radical

Les objets de type puissance (‘*‘), avec un exposant rationnel.

— mathfunc
Les noms de fonctions mathématiques connues de Maple (et il y en a beaucoup).
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2.M.4 Types récursifs

Certains types sont dits récursifs car ils supposent une exploration complete de la structure des
objets auxquels ils s’appliquent, contrairement aux types précédents qui sont pratiquement tous
des types de surface car ils n’analysent que 'information située a la racine de I’arborescence de
I’expression.

Voici quelques types récursifs :

— constant
Pour vérifier qu'un objet ne contient que des composants constants.

— polynom
Les expressions polynomiales par rapport a toutes leurs variables.

— expanded
A supposer que 'objet soit un polynome, vérifie s’il est développé.

— polynom(typname,name)
Les polynomes par rapport a name, et dont les coefficients sont de type typname.
On utilisera anything pour ne poser aucune condition sur les coefficients.

— polynom(typname, {namey, names, ...,name,})
Les polynomes par rapport aux variables name;, names, ..., name,.

— linear, quadratic, cubic, quartic
Les polynomes de degré total 1, 2, 3 ou 4 par rapport a toutes leurs variables.
On peut utiliser les mémes options qu’avec le type polynom.
— ratpoly
Les fractions rationnelles, y compris les polynomes.
Les variantes de syntaxe sont les mémes qu’avec le type polynom.

2.M.5 Types structurés

[7,—3,5,2] est visiblement une liste d’entiers : elle est donc de type list(integer).

Ce genre de type connu de Maple est dit type structuré car il représente I'image générale de la
structure de I'objet auquel on va 'appliquer.

On peut encore utiliser ces noms de type comme deuxieme argument de la fonction type. Ils
permettent en une seule passe d’effectuer un controle tres précis : avec 'exemple précédent, il
n’est pas besoin de vérifier que I'objet est de type list, puis dans une boucle que les coefficients
de cette liste sont de type integer.

Le nombre de cas possibles est trop grand pour que tous soient cités ici. On pourra se reporter
a l'aide en ligne évaluant la commande ?type [structured].

Voici quand méme quelques types structurés classiques.

Dans les définitions ci-dessous, typ, typ:, typs,..., typ, désignent des noms de type.
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- {typla B >typn}
Tous les objets de I'un au moins des types typ;, ou typs, ..., ou typ,.

— typ1 = typs
Les égalités obj, = objs, ou obj; est de type typq, et objs de type typs.
Il y a une syntaxe analogue avec <, <=, > >= <> .. and, or, =, &+, &.

- set(typ) , list(typ), “+“(typ), ‘*“(typ)
Les ensembles, les listes, les sommes ou les produits d’objets du type typ.

— function(typ)
Les objets qui sont une fonction f(obj) d’'un objet obj du type typ.
On peut méme préciser la fonction, et former par exemple le type exp(integer).

2.M.6 La fonction hastype

hastype teste si I'une au moins des sous-expressions de expr est de type typname.
La syntaxe est hastype(expr, typname).

La fonction match permet également de savoir si une expression obéit a un certain motif.

2.N Les types de Maple : exemples

2.N.1 Types de base

Voici quelques types numériques :

> whattype(1999), whattype(-1), whattype(1/3), whattype(12.345) ;

integer, integer, fraction, float
Le controle de type s’effectue apres évaluation et/ou simplification automatique.
Ceci explique que 1. — 1, simplifié en 0, soit de type integer.
De méme, 2. — 1 est évalué en 1. (notez le point décimal) et est donc un float.

Enfin 435 est simplifié en 5, et est donc de type integer.

> whattype(1.-1), whattype(2.-1), whattype(45/9) ;
integer, float, integer

Tant qu'un nom de variable est non assigné, il est de type symbol.

Sinon il est évalué en son contenu qui peut étre une somme, un produit, une puissance, etc.

> restart : whattype(x) ;
X :=atb : y :=cxd : z :=e"f : map(whattype, [x,y,2]) ;
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symbol

[+, % 7]
L’expression a + b * ¢ est la somme de a et de b * ¢ : elle est donc de type +.
En revanche, (a + b) % ¢ est un produit : c’est une expression de type .

A&xB représente un appel non évalué a la fonction &x.
> map(whattype, [a+bxc, (a+b)*c,A&xB]) ;

[+, %, function]
On teste ici le type d’expressions qui sont des égalités ou des inégalités :
> map (whattype, [a=b,a<>b,a<b,a<=b,a>b,a>=b]) ;

=, <>, <, <=, <, <=]
Voici trois expressions logiques, de types respectifs and, or et not.
> map(whattype, [a and b, a or b, not al) ;
[and, or, not]

[a, b, c| est une liste, {a, b, c} est un ensemble, et a, b, ¢ est une séquence d’expressions...
> whattype([a,b,c]), whattype({a,b,c}), whattype(a,b,c) ;

list, set, exprseq

Quand une variable contient une table (un tableau), il faut comme toujours utiliser evalm pour
accéder au contenu de cette variable et en tester le type :

> x :=table() : y :=array(4..9) : map(whattype, [x,y,eval(x),eval(y)]) ;
[symbol, symbol, table, array]

3..8 est un intervalle (type range), b[3] est un nom indexé, a.3 est de type symbol (car évalué
en le nom a3) et a.( %) est de type point car ici la concaténation ne peut pas s’effectuer.

> 3..8,b[3],a.3,a.(3/4) ; map(whattype, [%]) ;
3
3.8, b3, a3, a.(=)
4
.., indexed, symbol, .|

L’expression 2 + 3’ s’évalue en 5 et est donc de type integer.

En revanche 72 4 3" s’évalue en ’2 4 3’ et est de type uneval.
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> whattype(’2+3’), whattype(’’2+3’’) ;

integer, uneval

exp(1) se simplifie en e uniquement pour I’affichage, mais reste considéré comme un appel non
évalué a la fonction exp : c’est donc un objet de type function.

Il est de méme de sin % qui n’est pas simplifié.
En revanche, on lit le type de exp(0) et sin § apres simplification.
> x :=[exp(1),exp(0),sin(Pi/99),sin(Pi/3)] ; map(whattype,x) ;

1 1
x:=e, 1, sin(® ), 5 V3]

[function, integer, function, x|
On utilise maintenant type pour vérifier si une expression est d'un type particulier.
L’expresion 3 % 12, n’est pas de type *, car elle est évaluée en 36.
Pi est une constante symbolique : ce n’est pas un float.

L’expresion a/b n’est pas de type /, tout simplement parce que ce type n’existe pas, mais aussi
parce a/b, codé a x b~! en mémoire, est de type .

> type(3%12, ‘%), type(axb, ‘x‘), type(Pi,float) ; type(a/b, /) ;

false, true, false

Error, type ‘/¢ does not exist

Ici on utilise I'instruction zip pour vérifier simultanément si les expressions 15, 3/2, ab et 1/b
sont respectivement de type integer, fraction, symbol et fraction.

> zip(type, [15,3/2,ab,1/b], [integer,fraction,symbol,fraction]) ;

[true, true, true, false]

2.N.2 Réunions ou synonymes de types de base

12345 est un integer donc ¢’est un rational. 10/1111 est de type fraction donc de type rational.
En revanche 12.345 est de type float, et pas de type rational.

On ne le confondra donc pas avec le rationnel 12345/1000...

> type(12345,rational), type(10/1111,rational), type(12.345,rational) ;

true, true, false

Les trois nombres considérés sont tous de type numeric.

Jean-Michel Ferrard ~ www.mathprepa.com 11 aotit 2001 Page 93


file:www.mathprepa.com

Principaux éléments du langage

> map(type, [12345,10/1111,12.345] ,numeric) ;

[true, true, true]
On voit que tous les objets de la liste suivante sont de type name :
> restart : map(type, [a,sin, ‘Maple V¢,a[1,2],a.3],name) ;
[true, true, true, true, true]

On définit deux listes x et y, contenant un certain nombre d’expressions logiques :

> x :=[a+1=b-2, 2<>3, evalb(2<>3), a<b, not(a< b)];
y :=[ a and b, a or b, not(a<b), true or a];

r:=[la+1=0b—2,2+#3, true, a <b, not (a —b < 0)]
y:=[a and b, a or b, not (a —b < 0), true]
Voici quels sont les types des différents éléments de x et de y :
> map(whattype,x), map(whattype,y) ;

[=, <>, symbol, <, not|, [and, or, not, symbol|

On teste quels éléments de = sont de type relation, et quels éléments de y sont de type logical :
> map(type,x,relation), map(type,y,logical) ;
[true, true, false, true, falsel, [true, true, true, false]
On voit que tous les éléments de x et de y sont de type boolean :
> map(type,x,boolean), map(type,y,boolean) ;
[true, true, true, true, true|, [true, true, true, true]
Parmi tous ces objets, seuls les deux derniers ne sont pas de type algebraic :
> map(type, [a,sqrt (a&+b),sin(a),a/(a+b),12,sin,{a},table()],algebraic) ;
[true, true, true, true, true, true, false, false]
Les types *x , range et equation sont respectivement synonymes des types ", .. et =:
> zip(type, [a"b,a=b,4..7],[‘*x‘,equation,range]) ;

[true, true, true]
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2.N.3 Types précisés
x et y contiennent tous les deux un tableau de dimension 1 :

> restart : x :=array(2..8) : y :=array(l..5)
Le contenu de z et y est bien de type array.

En revanche seul celui de y est de type vector (en effet I'indice de = ne débute pas a 1) :

> map(type@eval, [x,y] ,array), map(type@eval, [x,y],vector) ;

[true, true], [false, true]

On place maintenant dans x un tableau de dimension 3 et dans y un tableau de dimension 2 :

> x :=array(1..3,1..4,1..2) : y :=array(1..5,1..4)

Le contenu de z et celui de y sont bien de type array.

En revanche seul celui de y est de type matriz (les indices du tableau contenu dans = débutent
pourtant a 1, mais c¢’est un tableau de dimension 3) :

> map(type, [x,eval(x),eval(y)],array), map(type@eval, [x,y],matrix) ;

[true, true, true], [false, true]

Dans x, on place une liste de listes. On la convertit en tableau et on place le résultat dans y :

> x :=[[1,2,3]1,[5,6,711; y :=array(x) ;

x:=[1, 2, 3], [5, 6, 7]

(123
Y"=15 6 7

Les instructions suivantes confirment quel est le type du contenu de z et y :

> map(whattype, [x,y,eval(y)]), map(type, [x,y],array) ;

[list, symbol, array|, |false, true

On voit que x est de type listlist, mais pas y qui est de type matriz :

> map(type, [x,y],1listlist), map(type, [x,y],matrix) ;

[true, false|, [false, true]

On voit que le type scalar recouvre beaucoup de situations différentes :
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> map(type, [x,y,a+1,exp(3),{a}],scalar) ;

[true, false, true, true, true]

On place maintenant un ensemble dans x et un autre dans y :
>x :={1,2,3} : y :={2,3,4} :

L’expression = union y n’est pas de type union car elle s’évalue en {1,2,3,4} :

> map(type, [x union y, a union b], ‘union®) ;

[false, true]
Dans toutes ces expressions, seul 123 est considéré comme de type positive.
> map(type, [2a~2,0,123,abs(a+1)],positive) ;

[false, false, true, false]

2% a + 1 n’est pas considéré comme de type odd (impair), tout simplement parce qu’on ne
sait rien de a. En revanche (8a + 1) mod 4 est de type odd car cette expression se simplifie
automatiquement en 1...

> map(type, [123,2xa+1,0, (8xa+1) mod 4],o0dd) ;

[true, false, false, true]

Pour étre de type radical 'expression doit étre une puissance avec exposant rationnel, et par
exemple une racine carrée (mais pas sqrt(16) qui s’évalue sur l'entier 4) :

> map(type, [sqrt(a),a”(1/5),87(1/3),sqrt(16),a~(b/c)],radical) ;

[true, true, true, false, false]

Les objets de type math func sont les noms des fonctions mathématiques usuelles :

> map(type, [sin,sin(a),Sin,b,a+b,sqrt, ‘+‘] ,mathfunc) ;

[true, false, false, false, false, true, false]
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2.N.4 Types récursifs

On place dans p et ¢ deux expressions algébriques.
p contient des références a des variables non affectées et n’est donc pas de type constant.
Mais ¢ est de ce type car elle s’exprime en fonction de constantes numériques ou symboliques.

La variable r, non assignée, n’est pas considérée comme de type constant :

> restart : p :=atb/3 : q :=exp(2)+Pi/3 : map(type, [p,q,r],constant) ;

[false, true, false]

On place dans p et ¢ deux autres expressions algébriques :
> p :=2%x"3+x"2-Pixx+sin(a) : q :=x"2+(x+y)xz"2 :

Le contenu de p n’est pas de type polynom a cause de la sous-expression sin(a).

En revanche, p est de type polynome en la variable x :
> type(p,polynom), type(p,polynom(anything,x)) ;

false, true

p est un polynome en x dont on ne peut pas dire que les coefficients soient de type numeric.

Mais on peut dire que ses coefficients sont de type algebraic :

> type(p,polynom(numeric,x)), type(p,polynom(algebraic,x)) ;
false, true

On se souvient que ¢ = x? + (x + y)2? : c’est donc un polynome en toutes ses variables.

C’est méme un polynome en z,y, z a coefficients entiers :
> type(q,polynom), type(q,polynom(integer,{x,y,z})) ;

true, true

p est de type expanded (développé), mais pas q :

> map(type, [p,q] ,expanded) ;

[true, false]

Ni p ni ¢ ne sont de degré 1 en la variable z.

Seul p est un polynome de degré 1 en la variable y :
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> map(type, [p,ql ,linear(x)) ; map(type, [p,ql,linear(y)) ;

[false, false]

[false, true]

p est un polynoéme en z de degré 3. 1l est donc de type cubic(x) :

> zip(type, [p,p,pl, [quadratic(x),cubic(x),quartic(x)]) ;

[false, true, false]

q est du second degré (donc quadratique) en x, ou par rapport a la paire z,y.

En revanche, le degré total de g par rapport a x,y, z est égal a 3 :

> zip(type, [q,9,q9], [quadratic(x) ,quadratic({x,v}) ,quadratic({x,v,z })]1) ;
p{type, 19,9,9], Lq q ys)sq y

[true, true, false]

Le quotient g n’est pas de type ratpoly (fraction rationnelle) par rapport a I'ensemble de ses
variables, toujours a cause de la présence de sin(a).

Mais § est de type ratpoly par rapport a la variable z :

> type(p/q,ratpoly), type(p/q,ratpoly(anything,x)) ;

false, true

2.N.5 Types structurés

On place dans z la liste [3, 8,2, 4].

On voit que Maple la reconnait en tant que liste d’entiers (attention & la syntaxe) :

> restart : x :=[3,8,2,4] : type(x,list[integer]), type(x,list(integer)) ;

false, true

On applique la fonction sqrt a tous les éléments de z, et on place le résultat dans y.

Les objets de y ne sont pas tous de type numeric, mais ils sont tous de type constant.

>y :=map(sqrt,x) ; type(y,list(numeric)), type(y,list(constant)) ;
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y=[V3,2v2, V2, 2|

false, true
On voit que Maple est capable de reconnaitre le type “liste de sinus de constantes” :
> z :=map(sin,y) ; type(z,list(sin(constant))) ;
z = [sin(v/3), sin(2v/2), sin(v/2), sin(2)]
true

On voit que la liste z = [1, a, 2] n’est pas considérée comme une liste d’objets de type numeric
» 4y 3 )
mais comme une liste d’objets de type “ou numeric ou name” :

>z :=[1,a,2/3] : type(z,list(numeric)),type(z,list({numeric,name})) ;

false, true

Le contenu de la variable z est ici identifié comme un ensemble d’objets de type algebraic :

> z :={sin(a+l),sqrt(a"2+1),abs(a"3)}; type(z,set(algebraic)) ;
z:={sin(a+1), |a*, Va® +1}
true

Dans la liste ci-dessous, on trouve les objets qui sont de type name ou integer :

> map(type, [a,12345,3.5,2/3,a[5]],{name,integer}) ;

[true, true, false, false, true]

On voit que Maple est capable de reconnaitre une liste de deux éléments dont le premier est de
type integer et le second de type range :

> type(a=[12345,5..8] ,name=[integer,range]) ;

true

Ici on reconnait une liste comme contenant d’abord le sinus de “n’importe quoi”, puis I'image
d’un entier par une fonction quelconque :

> type([sin(a+1l),exp(3)], [sin(anything) ,anyfunc(integer)]) ;
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true

L’expression ci-dessous est un polynéme a coefficients entiers par rapport a sin(a) :
> type(sin(a)“5+sin(a) "2+1,polynom(integer,sin(a))) ;

true

Voici comment on peut reconnaitre un produit de trois noms :
> type(axbx*c, ‘*‘ (name$3) ), type(axbxc, ‘&*x‘ (name$3)) ;

false, true

Le type identical permet de controler de fagon exacte une expression donnée.
Pour cela, Maple considére momentanément cette expression comme un type a part entiere.
> type(a~3+sin(c),identical(a~3+sin(c))) ;

true

Voici un autre exemple d’utilisation du type identical ;
> type((a+1)~3,identical(a+l) “integer) ;

true

2.N.6 La fonction hastype

sin(2c+ 1)
0]

On voit que cette expression contient un objet de type integer, mais pas d’objet de type float :

On place dans x 1'expression 1 +

> restart : x :=1+sin(2%c+1)/abs(b)
hastype(x,integer), hastype(x,float) ;

true, false

x contient une addition, un produit, et le sinus d’un polynome de degré 1 en la variable ¢ :
> hastype(x, ‘+¢), hastype(x, ‘x‘) ,hastype(x,sin(linear(c))) ;

true, true, true

x ne contient pas d’image d’un numeric par une fonction.

En revanche, x contient la valeur absolue d’'un nom :
> hastype (x,anyfunc (numeric)), hastype(x,abs(name)) ;

false, true
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2.N.7 Fonction match ou fonction type?

b

La fonction match indique que sin(z3)? est bien du type sin(z%)?, avec b= 2 et a = 3.

> restart : match(sin(x~3) "2=sin(x"a) b,x,’coef’), coef;

true, {b =2, a =3}
La fonction type permet aussi d’identifier le type sin(x@wthing)anything .

> type(sin(x~3)~2,sin(identical (x) “anything) “anything) ;

true
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3.A La fonction convert

Il est souvent utile de convertir une expression de Maple en autre chose.

Il y a essentiellement deux types de conversions :
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— Les conversions de type, qui consistent le plus souvent a garder les opérandes de I'expression,
mais a modifier sa racine : on peut ainsi transformer une liste en un ensemble, ou un ensemble
en une somine.

— Les conwversions de forme, qui consistent, tout en conservant le type de I'expression, a en
modifier I’apparence ou les composants.

Dans les deux cas, I'instruction convert, qui possede un grand nombre d’options, est l'outil
principal. On verra ici une liste de conversions possibles, en se limitant aux plus utiles.

3.A.1 Conversions de type
— Voici comment convertir un objet en une somme ou en un produit.
> convert({a,b,c}, ‘+), convert([a,b,c],‘*‘), convert(f(a,b,c), +);
a+b+c,abc,a+b+c

Rappelons que le quotient a/b est codé en mémoire a * b~

> convert(a/b, ‘+), convert(atb+c, ‘x) ;
1
a+5, abc

— On peut aussi convertir un objet (table, tableau, expression) en un ensemble.

> convert (axbkc,set), convert(axb+c,set), convert([a,b,c,a,c],set) ;
{a, b, c}, {ab, ¢}, {a, b, c}
> t :=array([[2,5,6],[5,7,2]]1) : convert(t,set) ;

{5, 6,7, 2}

> t :=table([a=x+1,b=y-2,3=x+1]) : convert(t,set) ;

{z+1,y—2}
— Voici comment transformer un objet (table, vecteur, expression) en une liste.

> convert (at+bkc-d,list), convert({a,b,a,c,d,b,a},list) ;

la, be, —d], [a, b, d, ]

> t :=table([a=x+1,b=y-2,3=x+1]) : convert(t,list) ;
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> t :=array([2,5,6,7,2]) : convert(t,list) ;
2,5,6,7, 2]

Un tableau de dimension supérieure a 1 ne peut pas étre converti en une liste.

>t :=array([[2,7,1],[3,8,6]1]) : convert(t,list) ;

Error, (in convert/list) can’t convert array of dimension > 1

— On peut convertir un tableau de dimension supérieure a 1 en une liste de listes.

> t :=array([[2,7,1],[3,8,6]]) : convert(t,listlist) ;
2, 7, 1], [3, 8, 6]]

— Inversement, on peut convertir une liste en un tableau (avec des indices débutant a 1).

> convert([1,5,8,1,3],array), convert([[2,5,7],[8,4,1]1],array) ;

2 5 7
A

— Voici comment convertir une liste en une liste de listes [val,mult] ot val est une entrée de la
liste et mult sa “multiplicité”.

> convert([a,b,c,a,b,d,a,b,c,a,a]l ,multiset) ;
[la, 5], [b, 3], [d, 1], [c, 2]]

— La méme syntaxe permet de convertir une expression de type produit en une liste de listes
[fact,expo] ou fact est un facteur de I'expression et expo son exposant.

> convert (a”3xbx(c+1) “Bxsqrt(d)*a,multiset) ;

)

[[a, 4], [b, 1], [+ 1, 5], [d, 5

— Voici comment convertir une relation en une égalité, ou une relation du type < ou <=.

> restart : convert(x"2+x=2,lessthan), convert(x"2+x=2,lessequal),
convert (x"2-y~2<z"3,equality) ;

x2+x<2,x2+x§2,x2—y2:z3
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3.A.2 Conversions trigonométriques

— On peut transformer une expression trigonométique pour I'exprimer en fonction de sin, cos,
sinh ou cosh. En général 'objectif est de convertir les fonctions tangente ou cotangente.

> convert(tan(x),sincos), convert(tanh(x),sincos) ;

sin(z) sinh(x)

cos(z)’ cosh(z)
— Inversement, on peut remplacer les occurences de sin et cos a l’aide tan.

> convert(cos(x),tan), convert(sin(2xx),tan) ;

2

1— tan(% ZL’) tan(x)

1+ tan(% z)?2 1+ tan(z)?

— On peut convertir les fonctions trigonométriques en les écrivant en fonction de ’exponentielle.

> convert(sin(x),exp), sinh(x)+cosh(x), convert(sinh(x)+cosh(x),exp) ;

_1](6(155) —
2

a )), sinh(z) + cosh(z), e*
e x

— De méme, on peut convertir les fonctions trigonométriques circulaires a 1’aide de sin et de

cos, et les fonctions trigonométriques hyperboliques a ’aide de exp.

> convert (sin(x)*cosh(x),expsincos), convert(tan(x)+tanh(x),expsincos) ;

1 1 i)’ sin(z) ((e®)? — 1)

sin(z) (5 . 2 v’ cos(z) ((e*)?2 + 1)

— Voici comment convertir des exponentielles en fonction de sin, cos, sinh, ou cosh.
> convert (exp(x),trig), convert(exp(I*x),trig) ;

sinh(z) + cosh(z), cos(z) + I sin(x)

> convert ((1-exp(2+Ixx))/(1+exp(2%Ixx)) ,trig) ;

1 —cos(2x) — I'sin(2 )
1+ cos(2z) + Isin(2x)

— On peut également convertir des fonctions trigonométriques inverses en leur équivalent en
fonction du logarithme népérien.

> convert (arcsinh(x)+lambda*arctanh(x),1n) ;
1 1
In(x +vVaz+1)+ A (5 In(x+1) — 3 In(1 —x))
Voici un exemple de conversion a 1’aide des fonctions exp et 1n.

> convert (sinh(x)*arcsinh(x),expln) ;
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3.A.3 Conversions numériques

On a regroupé ici les conversions entre nombres.

Certaines sont des conversions de type (convertir un réel en un rationnel, par exemple) et
d’autres sont des conversions de forme (changer de base de numération, par exemple).

— L’instruction convert (ezpr,float) permet de convertir un nombre ou une expression numé-
rique en un nombre réel, selon la précision indiquée par la variable Digits.

Cela équivaut a la syntaxe evalf (expr).

On préférera cette derniere possibilité, qui permet de régler directement la précision de la
conversion, sans modifier Digits, avec la syntaxe evalf(expr, precision).

> restart : 1n(2), Digits, convert(ln(2),float), evalf(1n(2)) ;

In(2), 10, .6931471806, .6931471806

> Digits :=15 : convert(1n(2),float), evalf(1n(2)), evalf(1n(2),25), Digits;

.693147180559945, .693147180559945, .6931471805599453094172321, 15

— L’instruction convert(ezpr,rational,precision) permet de convertir un réel ou une
expression réelle en un rationnel, avec la précision (nombre de décimales) indiquée par le
troisieme parametre (facultatif et qui vaut Digits par défaut).

Si ce parametre est le nom exact, alors la conversion est la plus précise possible, dans les
limites de la représentation d’un réel en mémoire.

Dans ces conversions, on peut utiliser fraction comme synonyme de rational.
> convert(1n(2),rational), convert(evalf(1ln(2)),rational) ;
8336111
n(2), —o———
12026466
> t :=evalf(Pi) : map(n->convert(t,rational,n),[$1..10]) ;

22 22 333 355 355 355 103993 103993]
77 77106 1137 1137 1137 33102~ 33102

> t, evalf(convert(t,rational,14)), convert(t,rational,exact) ;

314159265358979
100000000000000

3.14159265358979, 3.14159265358982,

— L’instruction convert(n,base,b) convertit 'entier décimal n dans la base b. Le résultat est
une liste de b-chiffres, classés du moins significatif au plus significatif.

> convert(1578459,base,10) ; convert(781245,base,?2) ;
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9,5,4,8 7,5, 1]
1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0, 1,1, 1, 1, 1, 0, 1]

> 715, convert(7°15,base,7) ; convert(7°15,base,10000) ;
4747561509943, [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]
(9943, 6150, 7475, 4]

— L’instruction convert (liste,base,b;,by) convertit une liste de chiffres représentant un entier
écrit dans la base by, en la liste de chiffres représentant le méme entier, mais dans la base bs.

Les listes sont classées du chiffre le moins significatif au chiffre le plus significatif.
> convert([3,1,0,5] ,base,6,10), convert([9,8,0,1],base,10,6) ;
[9,8,0,1], [3, 1, 0, 5]

— L’instruction convert(n,b) convertit un entier relatif n, supposé exprimé en base 10, en son
équivalent en base b. L’argument b doit étre le nom binary (pour la base 2), ou octal (pour
la base 8), ou hex (pour la base 16).

Dans le cas de la base 16, le résultat est une chaine des caracteres 0 a 9 et A a F.

> convert(73125,binary), convert(73125,octal), convert(73125,hex) ;

10001110110100101, 216645, 11DA5

> convert (120,hex) ,convert (125,hex) ,convert(125,binary) ;
map (whattype, [%]) ;

78, 7D, 1111101
[symbol, symbol, integer]

— L’instruction convert(n,decimal,b) permet de convertir un entier relatif n, supposé ex-
primé en base b, en son équivalent en base 10.
L’argument b peut étre le nom binary (base 2), ou octal (base 8), ou hex (base 16).
Dans le cas de la base 16, n doit étre une chaine des caracteres 0 a 9 et A a F.

> convert(216645,decimal,octal), convert(‘11DA5¢,decimal,hex) ;

73125, 73125

— Les conversions précédentes peuvent méme s’effectuer sur des réels.
Un argument supplémentaire (par défaut égal a Digits) donne la précision de la conversion.

> convert(evalf(1/13),binary) ; convert(evalf(1/13),binary,35) ;

.000100111011000100
.00010011101100010011101100010011101100
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3.A.4 Conversions diverses

— L’instruction convert (serie,polynom) convertit une série (obtenue par la fonction series)
en un polynome. Le terme représentant le reste de la série est éliminé.

> series(1n(1+x),x,7) ; convert(%,polynom) ;

— L’instruction convert (poly,horner) transforme un polyndéme en son écriture utilisant le
schéma de Horner.

On peut préciser une variable, ou une liste de variables, comme troisieme parametre.

> restart : convert(4xx"3+5%x"2-x+2,horner) ;

24+ (-1+(B+4z)2)x

>t 1=x72+y 7 3kx+3kxky " 2+5%xxxy+2%x+3%y : convert(t,horner,x) ;

3y+(2+3y*+5y+y° +a)a

> convert (t,horner,y) ; convert(t,horner, [x,y]) ;

2+ 2r+B+5r+Br+ay)y)y

3y+2+(BG+B4+y)y)y+x)x

3.B La fonction combine

Le role de la fonction combine est d’effectuer des regroupements de termes. Ceci concerne
essentiellement les fonctions trigonométriques (linéarisation), les produits d’exponentielles, les
sommes de logarithmes, et les puissances.

La syntaxe est combine(expr), ou combine(expr,typ), le deuxieéme argument précisant le
domaine dans lequel doivent s’exercer les regroupements.

La premiere syntaxe est utile pour regrouper des opérations inertes comme des sommes avec
Sum, des limites avec Limit ou des intégrales avec Int.

On peut préciser plusieurs domaines de regroupement en spécifiant une liste comme deuxieme
argument, comme par exemple combine (expr, [trig,exp]) qui permet de linéariser les fonc-
tions trigonométriques et de regrouper les exponentielles dans I'expression expr.

Nous allons voir les principales utilisations de la fonction combine.
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3.B.1 Regroupements trigonométriques (linéarisation)

L’instruction combine (expr,trig) regroupe les produits et puissances de sin, cos, sinh et
cosh dans 'expression expr.

> combine (16+sin(x) "3%cos(x)"2,trig), combine(4x(1l+cosh(x))"3) ;
—sin(5x) + 2 sin(z) + sin(3 x), 10 4+ 15 cosh(x) + 6 cosh(2 z) + cosh(3 z)

> combine (8« (1-sin(x)*cos(y))~2,trig) ;

10 — 8sin(z + y) — 8sin(z — y) — cos(2z + 2y) + 2 cos(2y) — 2 cos(2x) — cos(2z — 2y)

3.B.2 Regroupements de logarithmes
aln(z) — In(z?)
In(z) + In(y) — In(zy)

A priori le regroupement aln(z) — In(x®) nécessite que a soit rationnel.

L’instruction combine (expr,1ln) regroupe les logarithmes en utilisant {

On peut spécifier le type autorisé pour a en écrivant combine(expr, 1n, typname).
Si typname est anything, alors a peut étre quelconque.
Le cas particulier combine(expr,1n,symbolic) permet de forcer les regroupements.
> combine(3/4%1n(5)+2/3%1n(3)),combine (2x1n(5)+1n(x),1n) ;

In(53/4 32/3)) "In(25 )
On voit que faute d’hypotheses, le regroupement suivant ne s’effectue pas.
> restart : combine(3%1ln(x)+2x1n(y),1ln) ;

31In(z) + 2In(y)
Voici le méme exemple avec des hypotheses supplémentaires.
> restart : assume(x>0,y>0) : combine(3%1ln(x)+2%1n(y),1ln) ;
In(2” y?)
L’option symbolic permet souvent de forcer le regroupement.
> restart : combine(3x%1n(x)+2x1n(y),ln,symbolic) ;
In(z° y?)
Ici on ne sait rien sur a. Le regroupement ne s’effectue pas.
> restart : combine(axln(x)+2x1n(y),ln,symbolic) ;
aln(x) + In(y?)

On reprend le méme, exemple, mais en précisant a Maple que le contenu de a peut étre quel-
conque. Le regroupement s’effectue a nouveau.
> restart : combine(axln(x)+2x1n(y),ln,anything,symbolic) ;

In(z® y?)
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3.B.3 Regroupements d’exponentielles

L’instruction combine (ezpr,exp) regroupe les exponentielles a l'aide des relations :

— exp(z) exp(y) — exp(zy)
— exp(z)¥ — exp(zy)(sous réserves)

— exp(z +nln(y)) — y" exp(x) (si n est un entier).
On voit que le deuxieme regroupement ne s’effectue pas.
> restart : combine(exp(x)*exp(y),exp), combine(exp(x) y,exp) ;

ety (%)Y

> combine (exp(x+3*1n(y)),exp) ;

y3 e

3.B.4 Regroupements de puissances

L’instruction combine (expr,power) effectue les regroupements suivants :
— a¥x® — a¥t?

— (a¥)? — a¥*

— exp(x) exp(y) — exp(z +y)

— exp(z)" — exp(nz) (si n est entier)

— a™b" — (ab)™ (si a et b sont rationnels)

> restart :

combine (x~ (m+1)*x~ (m-4) ,power) ;

ZL’(Q m—3)

Le dernier regroupement ne s’effectue pas.
> (x73)74, (x"m)"~3, combine((x"m)~3,power), combine((x"3) m,power) ;
1,12’ (:Cm)?)7 x(Sm)’ (x?))m

Il faut en fait donner des indications supplémentaires.

> assume (x>0)

combine ((x~3) “m,power) ;
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2(3m)

L’option symbolic permet de forcer certains regroupements :

> restart :
combine ((x~3) "m,power,symbolic) ;

L(3m)

> combine(37(2/3)%57(2/3) ,power), combine (exp(3+x)xexp(2xy) ,power) ;

153/3) ¢Ba+2y)

> combine (exp(x) "5,power), combine(exp(x)~(5/3),power) ;

6(593)’ (ew)(5/3)

3.B.5 Regroupements de radicaux

23 : . . 1 d 1 m n m. n\ L
L’instruction combine (expr,radical) regroupe les radicaux, selon zdyd — (z™y")d.

Ces regroupements ne sont pas toujours “légaux” et ils ne sont alors pas effectués, a moins que
I’on n’ait émis les hypotheses nécessaires, ou que 'on utilise 'option symbolic pour forcer les
regroupements.

> restart : sqrt(a)s*sqrt(b) ;
combine(%,radical), combine(%,radical,symbolic) ;

Vavb
Vavb, Vab

> assume(a>0,b>0) : combine(sqrt(a)*sqrt(b)) ;

Vab

3.C La fonction expand

La fonction expand est utilisée pour opérer des développements.
Elle effectue en général le travail inverse de celui réalisé par la fonction combine.

La fonction expand sait comment développer les polynomes (en distribuant les produits sur
les sommes), les fonctions trigonométriques (opération inverse de la linéarisation), les exponen-
tielles, les logarithmes, etc.

La syntaxe est expand(expr), ou expr est une expression algébrique.

Contrairement a la fonction combine, ou il faut préciser dans quels domaines doivent s’exercer
les regroupements, la fonction expand effectue tous les développements possibles.

Cependant, on peut écrire expand(expr,obji, obja, ..., 0bj,), ou obji,0bjs, ..., 0bj, sont des
sous-expressions de expr qui ne doivent pas étre développées.
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3.C.1 Développements de produits
On développe ici un polyndéme d’une seule variable, écrit sous forme de Horner.

> expand ( (1+x* (2+x*x(3+x)))) ;
1+ 2z +32* + 2°

Le polynome suivant, des deux variables x et y, peut étre completement développé.

> expand ((x+1) "5+(y-3)"4) ;
2>+ 52 +102° + 102 + 52 + 82+ y* — 129° + 54¢* — 108y

On va maintenant inhiber le développement de (y — 3)?, puis celui de (z + 1)° :

> expand ((x+1) "5+(y-3)~4,y-3) ;
expand ((x+1) "5+(y-3) "4,x+1) ;

4+ 520 + 1023 +102% + 52+ 1 + (y — 3)?

(x+1)° +y* —12¢% + 54 9% — 108y + 81

Ici on empéche le développement de deux termes de la somme p.

> p :=(a+b) "2+(c+d) "3+(d+e) 4 :
expand(p,atb,d+e) ;

(a+b)?+E+32d+3cd®+d®+ (d+e)

3.C.2 Développements trigonométriques

Les opérations suivantes sont le contraire de la linérisation.

> restart : expand(cos(4x*x)) ; expand(sin(5xx)), expand(tan(2*x)) ;
8cos(z)* — 8cos(z)? + 1

t
16sin(e) cos(a)! — 12sin(s)cos(a)? + s, 2 )
> expand(cos(x+y)) ; expand(sin(x-2xy)) ;

cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

2sin(x) cos(y)? — sin(z) — 2 cos(x) sin(y) cos(y)

Ici encore, on voit comment empécher le développement d’une partie de I'expression.

De cette maniere on restreint le développemenet a la fonction sinus.
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> expand ((x+1) "2xsin(2x*x)) ; expand((x+1) "2+sin(2x*x) ,x+1) ;

2 2% sin(z) cos(x) + 4z sin(x) cos(x) + 2sin(z) cos(x)

2 (z 4 1)*sin(x) cos(x)

On peut également développer des expressions relevant de la trigonométrie hyperbolique.

> expand(cosh(2#x+y)) ; expand(sinh(4x*x)x*cos(2xy),cos(2xy)) ;

2 cosh(y) cosh(z)? — cosh(y) + 2sinh(y) sinh(z) cosh(x)

8 cos(2y) sinh(z) cosh(x)? — 4 cos(2y) sinh(x) cosh(z)

3.C.3 Autres développements

Voici des développements d’exponentielles...
> restart : expand(exp(x+3xy)), expand(exp(a+tbxln(c))) ;
e” (e¥)?, e
... Puis des essais de développements de puissances et de logarithmes.
On voit que In(ab) n’est pas développé, tant qu’on ne sait rien de a et b.

Il faudrait par exemple supposer que a est positif (assume(a>0)).

Pour développer In(a®), il faudrait par exemple supposer a > 0 et b > 0.

> expand(a”(b+c)), expand(Iln(a*b)), expand(ln(a"b)) ;
a’a, In(ab), In(a®)

Dans une expression func(argy,args,...,arg,), expand est automatiquement mappée sur les
arguments argy,args, . ..,arg,. C’est le cas en particulier pour les éléments d’une liste, d’un
ensemble, mais pas pour ceux d’un tableau.

Ici c’est le contenu de la racine carrée qui est développé.

> expand(sqrt ((a-2) "3*(b+1))) ;

Vadb+ a3 —6a2b—6a2+12ab+12a —8b—8

On voit bien que tous les éléments de la liste ci-dessous sont développés.

> expand([(a+b) "2, (a+b) "3, (a-b)"4]) ;
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[@®>+2ab+b* a®+3a’b+3ab®+b% a* —4a®b+6a*b* —4ab’® + b
En revanche, ce n’est pas la bonne méthode pour développer les éléments d’'un tableau.

> t :=array([[(x+1)"2, (y-2)"3],[(z+3)"2,(z-1)"2]1]) ; expand(eval(t)) ;

=t ]

R

En fait, il faut mapper la fonction expand sur le contenu du tableau.
> map(expand,eval(t)) ;
[x2+2:c+1 P — 61>+ 12y —8 }
2+62+9 22—2z+1
La fonction expand permet de simplifier des quotients de factorielles.
> expand((m+2) !/(m-1) 1) ;
(m+1)(m+2)m
Dans une fraction rationnelle, expand ne développe que le numérateur et renvoie une somme.
>t :=((x+y)"2+(z-1)"3)/(y-z) "4 ; expand(t) ;

_ @ty +(z-1)°
(y —2)*

x? Ty y? 28 22 z 1

+2 + + -3 +3 —~
=2 (y—2)* -2 -2 -2 (W—2" W—2)?*
Voici comment développer le dénominateur de la fraction rationnelle ¢.

>t :=1/(xx(x+1)%(x+2)) ; expand(t), 1/expand(denom(t)) ;
B 1
r(x+1)(x+2)

1 1
z(x+1)(x+2) 23+322+2x

3.D La fonction collect

-3
Le role de collect est de regrouper, dans une expression ezpr (considérée comme un polynoéme
relativement a la variable var), les termes qui ont le méme degré par rapport a var.

La syntaxe est collect (expr,var) .
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3.D.1 collect pour une variable

Dans ce premier cas, var est un nom. La fonction collect reconnait également les “noms” du
type f(arg), c’est-a-dire les appels non évalués a une fonction f :

> restart : p :=l+axx+x"2-c*x-x"3+4xdxx"2 : collect(p,x) ;

2+ (1+4d)2* +(a—c)xv+1
Ici I'expression trigonométrique p est réorganisée suivant les puissances de cosx :
> p :=expand(sin(4#x)+cos(3*x)) ;
collect(p,cos(x)) ;
p = 8sin(z) cos(r)® — 4sin(z) cos(x) + 4 cos(z)* — 3 cos(x)
(8sin(x) + 4) cos(x)* + (—4sin(z) — 3) cos(x)

La fonction collect procede au besoin a des développements avant de regrouper les termes de
méme degré, mais il peut étre utile de développer préalablement par expand.

Dans cet exemple, on comparera les coefficients de 2® dans les deux derniers résultats :
> p :=(x"2+Pixx+1)"3; expand(p) ;
collect(p,x) ; collect(expand(p),x) ;
pi=(@"+rz+1)°
24325 +320 430 P 468 m+ 322 + P 3022 3w+ 1
2+ 3257+ (3437t FUn+ T2+ 7)) 2 +(3+37%) 2 + 37 +1

P +32° T+ (B+37)at + (7P +6m) 2 + (3+37%) 2 + 37 +1

collect s’applique également aux fractions rationnelles.

Ici le numérateur et le dénominateur de p sont réorganisés suivant les puissances de x :

> p :=expand((x+y+1)~2)/expand((x-y-1)"2)
p,collect(p,x) ;

?+2ry+2r+y* +2y+1 2>+ 2+2y)r+2y+1+9°
22 —2xy—2x+y*+2y+1 22+ (—2—-2y)x+2y+1+y?

collect accepte les exposants rationnels :

> p :=expand((axx+sqrt(x)+x+1)72) ; collect(p,x) ;
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p = a2x2+2ax(3/2)—|—2ax2—|—2ax+3x+2x(3/2)+2\/E+x2+1

2a+14+a*)2’>+2a+2)2%? 4+ (2a+3)r+2Vz+1

Mais collect n’accepte pas de regrouper les termes de méme degré formel :

> p :=2%x"n+b5*xx+3xx m+betaxx " n-alphasx m+gammax (x+1) ; collect(p,x) ;

p=22"+5x+32"+PBa" —az™+vy(x+1)

G+y)e+22"+v+32™ + 2" —az™

Un polynome de plusieurs variables peut étre réorganisé par rapport a I'une de celle-ci :

> p :=(x+2%y-1)"3 : collect(p,x) ; collect(p,y) ;

2?4+ 6y —3)2"+(2y -1 @y —2)+ 2y —1D)Hz+ 2y —1)3

8y°+ (122 —12)y° + ((z— 1) 4z —4) +2(x - 1)Hy+ (z - 1)°

Encore une fois, un développement préalable peut étre utile :

> p :=expand((x+2xy-1)~3) ; collect(p,x) ; collect(p,y) ;

p=a4+622y—322+ 122y  — 122y +32+8y> —12¢y°+6y — 1

2?4+ 6y —3)2® + (—12y +3+129%) 2+ 6y — 1+ 8y® — 129
8y + (120 —12)y* + (=120 +6+62°)y +2° + 37— 327 — 1

3.D.2 collect pour plusieurs variables

Dans le cas d'un polynéme de plusieurs variables, on peut indiquer une liste de noms comme
second argument de la fonction collect.

La syntaxe est alors collect (expr, [nomy,...,nom,l).

Les termes sont regroupés prioritairement pour la variable noms, puis (dans chaque coefficient
obtenu) pour la variable noms, puis pour noms, etc. C’est ce qu’on appelle le mode récursif.

Définissons d’abord un polynéme p par rapport aux trois variables x, vy, z :

> p :=expand ((x+y*z) "3+ (z+x*y) "3+x" 2%z~ 2+x"2xy) ;
pi=2 +32%y2z+ 320y 2+t B B 3y 3227y + 2y 2 2ty
Dans ce résultat les coefficients du polynome en x sont ordonnés selon les puissances en y :
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> collect(p, [x,y]) ;

P4+ + Bz P+ Bz+ 1)y +2) 2+ By +3¢y°2%) x4+ 2° +4° 23
Maintenant les coefficients du polynome en x sont ordonnés suivant les puissances en z :
> collect(p, [x,2]) ;

P+ + (2 +By+3y*)z+y) 2+ By +3y°) 22+ (v° +1)2°

Avec la syntaxe collect (expr, [nomy,...,nom,|,distributed) les termes regroupés sont ceux
qui correspondent a un méme monome des variables spécifiées.

Avec le méme polynome p que précédemment, on obtient :
> collect(p, [x,z] ,distributed) ;
By+3y) 2o+ P+ D)2 +22 22+ (P +1)2* + By +39%) 2% + 2%y

Le résultat n’est pas nécessairement ordonné. On peut y remédier avec sort :

> sort (%, [x,2]) ;

22+ P+ D)2+ By+3y°)2* 2+ By+3y7) a2 + (vP +1)2° + ya?

3.D.3 collect suivi d’une procédure sur les coefficients

Il est possible d’ajouter un parametre supplémentaire proc a la fonction collect. proc est ici
le nom d’une fonction devant étre appliquée aux coefficients du polynome obtenu par collect.
Ce nom peut par exemple étre sort, factor, expand, etc.

On définit ici un polynome p des deux variables x et y :
> restart : p :=expand((y-x+xxy)~3) ;
pi=y =3z  +3xy* + 327y —62%y* +32%y° —2° +32°y — 327y + 2%y

On ordonne p suivant les puissances de y. La deuxieme syntaxe permet de plus d’ordonner les
coefficients (qui sont des polynémes en z) :

> collect(p,y) ; collect(p,y,sort) ;
Bz +32+1+2%)y* + (=62 — 32 —32°)y* + (327 +32%)y — 2°
(®+ 322 +32+1)y* +(=32° —62° —32)y* + 32 +32%)y — 2
On peut aussi appliquer une fonction quelconque aux coefficients d’un polynome :

> p :=axx"3+bxx"2+ckxx+d ; collect(p,x,sin), collect(p,x,t->1/t) ;

=axrd+bat+cr+d

3 2 1

sin(a) % + sin(b) 2* + sin(c)  + sin(d), Ty % LTy y
a c
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3.E La fonction simplify

Comme son nom l'indique, la fonction simplify est chargée de simplifier I'expression qui lui est
fournie en argument. La notion de simplicité est tres subjective. Maple se contente donc d’ap-
pliquer, autant que possible, des transformations dont on peut dire indiscutablement qu’elles
sont simplificatrices.

3.E.1 Simplifications automatiques

Avant de penser a I'instruction simplify, il faut savoir que Maple applique automatiquement
certaines simplifications. En voici quelques-unes :

— Regroupements automatiques pour les opérations commutatives et associatives :
> atb+atc+atb+ta, akxbxaxckxaxbxa ;
4a+2b+c, a*b*c

— Simplification des rationnels et des racines carrées d’entiers :

> 1284/8484, sqrt(8496), sqrt(8/99) ;
107 2
o 12 V59, = V22
— Compositions de fonctions et de leurs inverses (sauf probleme de domaine) :
> sqrt(a)~2, exp(ln(x)), tan(arctan(y)) ;
a, x,y
Pour des raisons de domaine de définition, il n’y a pas toujours simplication automatique :

> sqrt(a”2), 1ln(exp(x)), arctan(tan(y)) ;

Va2, In(e”), arctan(tan(y))

Enfin certaines simplifications pourtant évidentes ne sont pas réalisées automatiquement :

> sin(x) "2+cos(x) "2, (x"2-y~2)/(x-y) ;

2 _ 2
- 2 2 T Y
sin(z)” + cos(x)*, -
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3.E.2 Simplifications “tous azimuts”

Quand on utilise la syntaxe simplify(expr) Maple essaie d’appliquer toutes les transforma-
tions simplificatrices qu’il connait pour les fonctions exposants, exponentielles et logarithmes,
trigonométriques, les compositions, etc.

> xkcos(x)"2-(1-x)*sin(x) "2 : simplify (%) ;
z — 1+ cos(z)?
Les fractions rationnelles sont réduites a leur forme irréductible :

> simplify((x"2-y°2)/(x-y)) ;
simplify(x~2/(x-y)-y~2/(x-y)) ;

Tr+y

T +vy

Mais les résultats ne sont pas toujours aisément prévisibles :

> map(simplify, [sqrt(a”2), 1n(exp(x)), arctan(tan(y))]) ;

[csgn(a) a, In(e¥), arctan(tan(y))]

3.E.3 Simplifications “ciblées”

Avec la syntaxe simplify(expr, ty,to,...,t,), on peut simplifier une expression en utilisant
exclusivement les types de transformation indiqués par les noms tq, s, ..., t,.

Ces noms peuvent étre entre autres :

atsign (pour les compositions par @), power, radical, sqrt ou trig.

[llustrons certains de ces types avec I'expression e suivante :
> e :=8"(1/3)*sin(x) "3xexp(7+1ln(x)+1) ;

e = 8(1/3) sin(:c)3 e(?ln(r)Jrl)

Les “simplifications” trigonométriques sont basées sur I'utilisation de cos(z)? + sin(z)* = 1.

Le résultat n’est pas forcément plus simple que 'original, comme on le voit ici :

> simplify(e,trig) ;
8(1/3) o(7In(z)+1) sin(z) — ](1/3) o (7In(z)+1) sin(z) cos(z)?

Ici on simplifie ’exponentielle dans notre expression, puis la puissance :
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> simplify(e,exp), simplify(e,radical) ;
83 sin(z)3 27 e, 2sin(z)? eT@H+D
Voici sans doute la meilleure simplification de 1’expression e :

> simplify(e,exp,radical) ;

2sin(z)® e

Par défaut toutes les simplifications sont mises en oeuvre, ce qui n’est pas forcément souhaitable.
Dans notre exemple, il vaut mieux en effet éviter la “simplification” trigonométrique :
> simplify(e) ;

22" esin(z) — 22" esin(x) cos(x)?

3.E.4 Simplifications “sachant que”

On peut opérer des simplifications sur une expression ezpr, en tenant compte de certaines
relations ou de certaines hypotheses.

Il y a pour cela deux syntaxes possibles :

— simplify(expr, {rels})
Cette syntaxe simplifie 'expression ezpr en tenant compte de {rels}, qui doit ici étre un
ensemble d’égalités.

> simplify ((=7%x"2+y*x"2+y~3+y~2-2) ,{y=2%x+1}) ;
102* +102° + 10

Voici les définitions des fonctions symétriques élémentaires de x, y, 2 :
> rels :=x+y+z=sigmall],x*y+x*xz+y*z=sigmal[2],x*y*z=sigmal[3] ;

rels . =x4+y+z2z=01,Yyr+r2+y2z =09 TY2 =03
On exprime ici la fonction symétrique z* + y* + z* & l'aide de o1, 09 et 03 :
> simplify(x~4+y~4+z"4,{rels}) ;

o+ 40301 —4oyo? + 209>

— simplify(expr,assume=prop).
Cette syntaxe simplifie expr en supposant que les indéterminées ont la propriété prop, qui
peut par exemple étre : real, positive, integer, etc.
Pour plus de précision, on se reportera a 1’aide concernant assume.
On voit que pour simplifier In exp z, il faut supposer que = est réel :
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> simplify(ln(exp(x))), simplify(ln(exp(x)),assume=real) ;
In(e),

Supposer que x est réel ne suffit pas a simplifier arcsinsinx :

> e :=arcsin(sin(x)) : simplify(e), simplify(e,assume=real) ;
arcsin(sin(z)), arcsin(sin(z))
Pour simplifier arcsinsin z, il faut en fait préciser que x est compris entre —% et % :

> simplify(e,assume=RealRange(-Pi/2,Pi/2)) ;
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4.A Degrés maximum et minimum

degree(P) et 1ldegree(P) (1 pour lowest) donnent respectivement le plus haut et le plus bas

degré apparaissant dans le polynome P.

Ce degré est calculé relativement a toutes les indéterminées de P : si un méme monome contient

plusieurs indéterminées, les degrés pour chacune d’elles s’additionnent.

On peut cependant ajouter un deuxieme argument pour préciser la variable pour laquelle on

doit calculer les degrés.

Avec la syntaxe degree (P, {vars}) ou ldegree (P, {vars}), on obtient le degré total (maximum

ou minimum)

relatif a 'ensemble des variables précisées.

Le polynome P doit toujours étre développé (et parfois réorganisé avec collect).

> p :=x"5-3%x"7+2%x"2+4xx"3 : degree(p), ldegree(p) ;

7,2

> p 1=x"2xy"3-4xxky*kz 2+x" 2%y 3%z : degree(p), ldegree(p) ;

122
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6, 4
A la suite de la ligne précédente :

> degree(p,x), degree(p,y), degree(p,z) ;
degree(p,x), ldegree(p,y), ldegree(p,z) ;

2,3, 2

2, 1,0

Toujours a la suite de ce qui précede :

> degree(p,{x,y}), degree(p,{x,z}), degree(p,{y,z}) ;
5, 3,4

Les degrés négatifs sont permis dans ’expression initiale, donc possibles dans le résultat :

> p :=1/x+x"2 : degree(p,x), ldegree(p,x) ;
2, —1
On peut calculer le degré d’un polynome par rapport a une expression :

> p :=expand((axln(x)+b)~3) : degree(p,ln(x)) ;

4.B Réécritures de polynomes

L’instruction collect réorganise un polynome P par regroupement de termes ayant le méme
degré. Pour plus de détails, on se reportera au document ”Factoriser, développer, simplifier”,
qui contient une présentation détaillée de cette instruction.

sort (P) trie P suivant les puissances décroissantes, par rapport a toutes ses variables.

sort (P,var) ou sort (P, {vars}) ou sort (P, [vars]) trie P suivant les puissances décroissantes,
par rapport aux variables spécifiées (les degrés relatifs aux différentes variables s’ajoutent).

Les monomes de méme degré total sont départagés suivant 1’ordre lexicographique.

Le tri s’effectue directement sur le polynome original, comme le montre ’exemple ci-dessous :

> p :=expand((y-y~2+2)"3) ; q :=sort(p); p;

Jean-Michel Ferrard ~ www.mathprepa.com 11 aotit 2001 Page 123


file:www.mathprepa.com

Polynomes et fractions rationnelles

pi=—11y" +3y* — 694> +39° + 12y — 3% +8
q:=—y"+3y° +3y* — 119> —69° + 12y + 8
—8 + 395 +3y* —119° —69° + 12y + 8
> p :=expand((y-x-1)"3); q :=sort(p,x); r :=sort(p,y);
pi=y*—3y*e -3y  +3ya® +6yar+3y—2° — 327 — 3z -1
gi=—2+3yr?—322+6yr—3y’r—3z+3y—3y>+y° —1
r=19 -3y —32y* +32°y+3y+6xy—3x—32°—2>—1

A la suite de la ligne précédente :

> s :=sort(p,[x,y]); t :=sort(p,ly,x]);
s::—x3+3x2y—3xy2+y3—3$2+6zy—3y2—3$+3y—1
t::y3—3y2x+3yx2—x3—3y2+6yx—3x2+3y—3x—1

Le tri s’effectue également dans les sous-expressions polynomiales :
> p 1=x+2xx"3+5xx"2+8 : q :=p*sin(p)x*1ln(p+5xx~2) ; sort(q) ;
q:= (x+22° +52% + &) sin(x +22° +52° + 8) In(x + 22° + 102% + 8)
(22° + 522 + 24 8)sin(22® + 5% + 2 + 8)In(22° + 1022 + z + 8)
L’instruction convert (P, horner) réécrit le polynéme P en utilisant le schéma de Horner (ce

qui permet de minimiser le nombre d’opérations lors d’une évaluation), par rapport a toutes
les variables de P.

On peut préciser, comme troisieme argument, un nom de variable ou une liste ou un ensemble
de noms :

> convert (a*x~4+b*x"3+c*x"2 +d*x+e,horner,x) ;

e+ (d+(c+(b+ax)x)zr)x

> p :=expand((x+a+1)~3) ; convert(p,horner) ; convert(p,horner,x) ;

p=2*+3a2x’+32°+32a*+6ar+3r+a*+3a*+3a+1
1+B+B+a)a)a+(3+(6+3a)a+(3+3a+z)z)x
3a+1+a*+3a*+(6a+3+3a®>+(3+3a+x)x)z

L’instruction translate (P, var, delta) “translate” le polynome P (de la variable var) en rem-
plagant partout var par var + delta (delta doit étre une constante).

Cette commande doit étre chargée par readlib.
P peut étre un polynome de plusieurs variables, et le résultat est automatiquement développé.
> readlib(translate) : translate(x"3,x,1) ; translate(x"2+x+1,x,10) ;
1+3z+322 423
111+ 21z + 2°
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4.C Coefficients d’un polynome

L’instruction coeffs(P) donne la séquence des coefficients (non nuls!) du polynéme P, par
rapport a toutes les variables qu’il contient.

On rappelle que indets(P) donne ’ensemble de ces variables formelles.
La séquence obtenue n’est pas ordonnée de fagon prévisible.

Le polynome P doit etre développé.

> p :=expand((axb-bxc+3xcx*a)~2) ; indets(p) ; coeffs(p) ;
p=a’b?* —2ab’lc+6a*bec+ b —6bfa+9cd?
{a, b, ¢}
—6,6,-2,1,1,9
> q :=expand((x"2+x+1)73) ; coeffs(q) ;
¢ =2 +32° +62* + 72+ 622 +32+1
1,3,3,6,7,6,1

Les instructions coeffs (P, var), coeffs (P, {vars}) et coeffs (P, [vars]) donnent la séquence
des coefficients du polynome P relativement a la variable ou aux variables spécifiées.

P doit (toujours) étre développé et (parfois) étre réorganisé (avec collect) par rapport a ces
variables.

> q :=expand((x~2+axx+1)~3) ; coeffs(q,x) ;
g =a4+32%a+32 ' +32"a®>+62%a+322+a2® +3a% 2  +3ax+1
1,3a,3a,3a>+3,a*>+6a,3a®>+3,1
> p :=x"3+4xaxx"3-axx"2 +7+a"2xx"2; [coeffs(p)], [coeffs(p,x)], [coeffs(p,a)];
pi=x+42%a —ax®+7a’2?

(1, =1, 4,7, [~a+7d* 1 +4a], [2% 42° — 2%, 727

> p :=(4xa+1) "2xx"2+2x(a-3)*x; coeffs(p,x) ; coeffs(p,a) ;

pi=(1+4a)2*+2(a—3)z
2a—6, (1+4a)?

Error, invalid arguments to coeffs

A la suite de la ligne précédente :
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> p :=collect(p,a); coeffs(p,a) ;
p:=16a*2"+ (82° +2z)a+ 1> — 62
2 —6x, 822 +2x, 1622

> p :=a"3xbxc”2+bkaxb”"2xc "3-a"2xb"3xc : coeffs(p,[a,b]) ;

A 5, —c

b, 5%, —b’
On peut calculer les coefficients d’un polynome P relativement a une expression :
> p :=expand((cos(x)*a+1)"3) ; coeffs(p,cos(x)) ;

p = cos(z)* a® + 3cos(z)*a* + 3cos(r) a + 1

1, a3, 3d?, 3a

L’instruction coeffs (P, var, name’) (on peut remplacer var par {vars} ou [vars]|) a le méme
comportement que précédemment, mais stocke en plus dans le nom name.

Attention : name ne doit pas étre évalué. Le mieux est donc de le placer entre apostrophes la
séquence des monomes unitaires correspondant aux coefficients trouvés par la fonction coeffs
(et dans le méme ordre).

> p :=collect(expand((x~2+a*xx+2)"3),x) ; coeffs(p,x,’n’); n;
p=2°+32"a+ (6 +3a®) 2" + (a® +12a) 2® + (6a® + 12) 2° + 12a 2 + 8
8, 12a, 3a, 6a*> +12, a®* +12a, 6 +3d%, 1

4

5,2 .3 6
1, z, 2°, 2%, z°, 2°, x

L’instruction coeff (P, var n) donne le coefficient du polynoéme P, relatif au monéme var n.
Une syntaxe équivalente est coeff (P, var,n).
P doit étre développé par rapport a la variable var (utiliser collect (P, var)).
> p :=x"2+axx+l-a; coeff(p,x,2),coeff(p,x"2),coeff(p,x),coeff(p,x,0) ;
p=2+ar+1—a
1,1,a,1—a
Les instructions 1coeff (P) et tcoeff (P) donnent respectivement le coefficient du terme do-

minant (leading coeff) et le coefficient du terme de plus bas degré (trailing coeff) du polynéme
P, relativement a I’ensemble de ses variables (indéterminées).

Le polynome doit étre développé.
Comme avec coeffs, on peut préciser la variable ou la liste ou ’ensemble des variables choisies.
On peut écrire par exemple : 1coeff (P, var), ou lcoeff (P, {vars}) ou lcoeff (P, [vars]).

Enfin un troisieme argument (un nom non évalué), peut recevoir le monome unitaire corres-
pondant au coefficient calculé (voir coeffs).
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> p :=collect(expand((x"2+axx+1-a)~2),x) ;

pi=a*+22%a+ (a®>+2—2a)2* + (—2a* +2a)xr —2a+a* + 1

> tcoeff(p), lcoeff(p), tcoeff(p,x); lcoeff(collect(p,a),a,’n’), n;
1,1, 2a+a*+1
2 —2x+1,d®
content (P, var) donne le pged des coefficients du polynéme P par rapport a la variable var (on

peut également préciser un ensemble ou une liste de variables). On peut ajouter un troisieme
argument sous la forme d’un nom non évalué, pour stocker le quotient de P par ce pged.

> p :=12%x"3+30%x-18; content(p), p/content(p) ;
p:=122> 4302 — 18

6,22% +52 —3

A la suite de la ligne précédente :
> p; content(p,x,’p’); p;

122°4+30x — 18

6
22 +5x—3

4.D Factorisations et racines

L’instruction factor (P) factorise un polynome P a coefficients rationnels (a4 une ou plusieurs
variables).

Ces “variables” peuvent étre des noms, ou des expressions contenant des noms, ou méme des
expressions constantes (comme sqrt(2), par exemple).

Les facteurs non constants du résultat obtenu sont a coefficients entiers par rapport aux mémes
“variables”.

Les dénominateurs sont regroupés dans le facteur constant.

> factor(2/3xx"2-97/231%x+5/77) ;

1
— (11x—3)(14x —5
o (12— 3) (142 - 5)
La factorisation s’arréte sur des polynomes qui ne sont plus factorisables a coefficients rationnels
relativement aux variables qui figurent dans le polynome initial. Ici la troisieme factorisation

ne s’effectue pas car elle ferait apparaitre des coefficients non rationnels :
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> factor(a”3-8), factor(a~3-1/8), factor(a~3-4) ;
1
(a—2)(a*+2a+4), §(2a—1)(4a2—|—2a+1), a® —4

On peut factoriser des polynémes par rapport a des expressions (et pas uniquement des noms) :

> factor(1-cos(x)"8) ;
—(cos(x) — 1) (cos(x) + 1) (cos(x)* + 1) (cos(x)* + 1)
En particulier on peut réaliser des mises en facteurs dans des expressions assez quelconques :

> factor(cos(x)*sqrt(x+1)-3*sqrt(x+1)+(1-sin(x))*sqrt(x+1)) ;

v+ 1(cos(x) — 2 —sin(z))

Ici P est a coefficients rationnels relativement aux “objets” x, sqrt(2), et sqrt(3), ce qui explique
que sa factorisation contienne des coefficients rationnels par rapport a ces objets.

> x73+x72xsqrt (3) -2xsqrt (2) *x"2-2%sqrt (6) xx+2+x+2xsqrt (3) ;
factor (%) ;

P+ 223 -2vV222 —2V6r +22+2V3
(z +V3) (x — V2)?

Si le polynéme P contient des nombres réels (présence d’un point décimal au moins), la facto-
risation s’effectue en mode “virgule flottante” :

> factor(x~6+1) ;factor(x”"6+1.) ; # noter le point décimal apres 1

(2 + 1) (z* — 2 +1)
(z® + 1.732050808 = + 1.000000000) (z* 4 1.) (x* — 1.732050808 x + 1.000000000)
L’instruction factor (P, K') procede a une factorisation de P en polynomes a coefficients ra-

tionnels par rapport aux “variables” (objets formels) présents dans P ou dans K (qui apparait
alors comme une extension du champ des coefficients possibles).

Ici K peut étre une constante (par exemple I, ou un radical) ou un ensemble ou une liste de
telles constantes.

Dans I'exemple suivant, le fait d’ajouter la possibilité I permet de factoriser un peu plus le
polynéme P. Il faut ajouter la possibilité sqrt(3) pour le factoriser entierement.

> p :=x"6+1 : factor(p); factor(p,I); factor(p,{I,sqrt(3)}) ;
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(22 +1) (2* —2® + 1)
(*+Tx—1)(2*—Tz—1)(z—1I)(z+1)

%6(:76—1)(95+I)(23:—I—\/5)(2934—[—\/5)(293—I+\/§)(2x+1+\/§)

Les instructions factor (P,real) et factor (P,complex) permettent de factoriser P en un
produit de polynomes a coefficients réels ou complexes, mais la factorisation s’effectue dans le
mode “virgule flottante” et P doit étre un polynome d’une seule variable.

> factor(x~6+1,real) ;

(% + 1.732050808 x + 1.000000000) (22 + 1.) (2 — 1.732050808 z 4 1.000000000)

> factor(x"6+1,complex) ;

(x 4+ .8660254038 + 5000000000 I) (z + .8660254038 — .5000000000 I) (z + 1. 1)

(x — 1.1) (z — 8660254038 + .5000000000 I) (z — .8660254038 — .5000000000 I)
Les instructions factors (P) ou factors (P, K) fonctionnent comme factor, mais le résultat
est une liste [coeff,decomp], ou coeff est le coefficient constant dominant, et ou decomp est la

liste dont les éléments sont les listes [@),m] pour chaque facteur @) de la décomposition, m étant
la multiplicité de Q.

> p :=x"4-3%x"3+3%x"2-x+x"3%a-3%x"2xat+3xx+a-a; factor(p) ; factors(p) ;
p=at =323 +322 —2+2%°a—-32°a+3axr—a
(2= 1) ( +a)
[17 HZL’ - 17 3]7 [l’ +a, 1]“
L’instruction irreduc(P) teste si un polynoéme P a coefficients rationnels est irréductible

(c’est-a-dire non factorisable en polynémes non constants), le cadre de la factorisation étant
toujours les coefficients rationnels.

La réponse est true (polynome irréductible) ou false (polynome réductible donc factorisable).
> irreduc(x~3-a"3), irreduc(x”~3-8), irreduc(x~3-4) ;
false, false, true

Les instructions roots (P) ou roots (P, K) donnent les racines symboliques (exactes), autant
que possible, du polynome P.

L’argument (optionnel) K fonctionne comme une extension du champ des coefficients.
P doit ici étre un polynome d’une seule variable.

Le résultat est sous la forme [[ry, m1],[ra, ma),.. .|, ot ry, 7o, ... sont les racines de P et mq, ma, . ..
leurs multiplicités.

Les racines obtenues sont celles qui peuvent s’exprimer rationnellement en fonction des coeffi-
cients de P (et des objets comme I ou les radicaux qui apparaissent dans ces coefficients) et
des éléments de K.
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> roots(2/3xx"2-97/231xx+5/77) ;
3 5
Hﬁ?
> p o= x"3+x72-2%27 (1/2)*x72 -2%x%27 (1/2)+2%x+2 ; roots(p) ;
p::x3+x2—2\/§x2—2x\/§+2x+2

[[_17 1]7 [\/57 2”

> roots(x"6-1) ; roots(x"6-1,{I,sqrt(3)}) ;
H_la 1]a []—7 1]]

F IV [ = s IV 1) (g — 5 TV3, 1), [ + 5 TV 1], 1 1), 1, 1]

1

15

Contrairement a l'instruction factor, P ne peut pas contenir de réels en virgule flottante.

> roots(x"6+1.) ;

Error, (in roots) argument must be a polynomial over an algebraic number field

4.FE Divisions de polynomes

Les instructions rem (A, B,var) et rem (A, B,var,’Q’) donnent le reste dans la division eucli-
dienne de A par B (polynomes par rapport a la variable var).

Dans la deuxiéme syntaxe le quatrieme argument doit étre un nom non évalué (il vaut donc
mieux le mettre entre apostrophes) qui recevra le quotient dans la division de A par B.

Les instructions quo (A, B,var) et quo (A, B,var,’R’), d'une facon analogue & la précédente,
donnent le quotient dans la division de A par B (et éventuellement, dans la variable R, le reste
de cette division).

> A =x"T+axx"6-5%x"4+(a+1)*xx"3 +2%x"2-4xx+1; B :=x"3+2%x"2+a;
rem(A,B,x,’Q’) ; quo(A,B,x,’R’) ; expand(Bx%+%%) ; expand(BxQ+R) ;
A=2"4+ar® —52"+(a+ 1) +22° —4z+1
B:=2"+212"+a

(=52 +4a*+2a)2* + (-4 +13a—3a*) v +1+3a*—27Ta+d*
'+ (a—2)2° + (-2a+4)2° + (=13 +3a)z — 3a + 27 — a*

' a2 52t +2ta+ 2t 207 —da+1

2 +ar’ -5 +ata+ 2t +22% -4 +1

L’instruction divide (A, B,’Q’) teste si le polynéme A est divisible exactement par le polynéme
B (A,B a coefficients rationnels, par rapport a une ou plusieurs variables).

Le résultat est true ou false. Le troisieme argument est un nom non assigné qui recgoit le
quotient en cas de divisibilité (et reste inchangé sinon).
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> A :=x"5-2%x"2%a-x"3%a"2-x*a"2+x"3-a; B :=x"2+axx+1; divide(A,B,’Q’),Q;

Q—xa2—|—x3—a

A=a2°—-22%a—2%a
B:=2"+ax+1
true, > —z?a—a
L’instruction ged (A, B) calcule le pegd des polynémes A et B (polynome de plus haut degré
divisant a la fois A et B).

L’instruction ged (A, B,’C",’D’) effectue le méme calcul, mais en plus elle renvoie le quotient
A/pged(A,B) dans la variable C' et le quotient B/pcgd(A,B) dans la variable D.

L’instruction lem (Ag, Ag, ..., A,) calcule le ppem (c’est-a-dire le polynéme de plus bas degré
divisible a la fois par Ay, ..., A,) des polynomes Ay, Ay, ..., A,.

> ged(x~12-1,x716-1) ;

=1

> ged(x712-1,x715-1,’P?,’Q’) : P, Q; simplify((x~12-1)/(x"15-1)) ;
P+t e a4+ 1

2+ af 4+ a3+ 1
212 49 4 a6+ 23 4+ 1

> lem(x~12-1,x715-1) ;

(27 + 2% +2° +1) (2 = 1)
L’instruction gecdex (A, B,var,’U’,’V’) calcule le pged de A et B et place dans les variables U
et V' deux polynomes de degré minimum tels que AU + BV = pged(A, B).

L’instruction gedex (A, B, C,var,’U’ V") résout pour les noms U et V I'égalité AU + BV = C
(A,B, C trois polynémes de la variable var).

Cette fonction renvoie NULL (les résultats sont renvoyés dans les noms U et V).

Une condition pour qu’il existe une solution est que C' soit divisible par le pged de A et B.
> A :=x"4-1 : B := (x-1)"3 : gcdex(A,B,x,’U’,’V’) ; U,V,expand(AxU+BxV) ;

r—1
1 3 5

—§x §~|——:z:—|r—.9r:
878 2 8

co| Ut

, T —1

> gcdex(A,B,x72-1,x,’P?,°Q’) ; P,Q; expand(A*P+BxQ) ;

1 1 1
1__ - ~ 2
2x,2x+2x

|
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4.F Polyndémes aléatoires

L’instruction randpoly(var) forme un polynome aléatoire par rapport a la variable var.
On peut également préciser un ensemble ou une liste de variables.

Par défaut, le polynome obtenu est formé de 6 termes, avec des coefficients entiers choisis au
hasard entre -99 et 99, et des degrés (totaux) au hasard entre 0 et 6.

> randpoly(x) ;

—852° — 552 —372% — 3522 + 972 + 50

> randpoly({x,y}) ;

4525 — 8y — 93y x + 922 + 432ty — 622342

> randpoly(cos(x)) ;
77 cos(z)® + 66 cos(x)* + 54 cos(x)® — 5 cos(z)? + 99 cos(z) — 61

La fonction randpoly accepte des options qui permettent de “diriger” un peu la création du
polynome. On se reportera a ’aide en ligne.

> randpoly(x,coeffs=rand(-1..1)) ;

— 11—+ 2%+

> randpoly(x,coeffs=rand(1..1),expons=rand(100)) : sort(%) ;

33’93 +£IZ’91 +LE’74 +l'44 _|_x13 +£C11

> randpoly(x,expons=rand(-5..5)) ;

1 1 1
37— — 134 = —532° + 17
x xr xT

4.G Polynémes d’interpolation

L’instruction interp ([z1,...,z,],[y1, - - ., yn],var) calcule le polynome P de la variable var, de
degré inférieur ou égal a n — 1, tel que P(z1) = y1,..., P(T,) = Yn.
On l'appelle le polynome interpolateur de la famille des points Ay (xg, y)-

Les deux premiers arguments peuvent étre des listes ou des vecteurs (c’est-a-dire des objets de
type array a une dimension, avec des indices entiers de 1 a n).

Tous les xp numériques doivent étre distincts.
Voici par exemple la fonction affine “passant” par les points (a,b) et (¢,d).
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> interp([a,b], [c,d],x) ;
(=d+c)x da—cbh
_I_
—b+a —b+a

> interp([0,1,2,4],[1,-1,-2,3],t) ; P :=unapply(%,t); P(0), P(1), P(2), P(4);

Error, (in interp) 3rd argument (variable) must be a name

Error, (in unapply) variables must be unique and of type name

1 1 1 1
1— 5){(0), 1— 5){(1), 1— 5){(2), 1— 5){(4)

4.H Résultant et discriminant

L’instruction resultant (A, B, var) calcule le résultant des deux polynémes A et B.

Le résultant de A et B est une expression (constante relativement a var) qui est nulle si et
seulement si les polynomes A et B ont au moins une racine en commun.

On voit par exemple que les polynomes A et B ci-dessous ont une racine commune si et seule-
ment si a est égal a 0 ou a 2.

> A :=x"3-axx+l : B :=x"2+x-a : r :=resultant(A,B,x) ;
ri=—2a+a*
Voici la racine commune quand a=2 :
> solve(subs(a=2,{A,B}),x) ;
{r=1}

L’intruction discrim(A,var) calcule le discriminant de A (polynéme pour la variable var),
c’est-a-dire le résultant de A et de son polynome dérivé A’.

On obtient une expression qui est nulle si et seulement si A et A’ ont au moins une racine en
commun, c’est-a-~dire si et seulement si A a au moins une racine double. Il y a ainsi 3 valeurs
de a pour lesquelles le polynome A ci-dessous admet au moins une racine double.

> A :=x"3-axx"2-x+1; discrim(A,x) ; solve(%,a) ;

2

A=23—a2x’?—x2+1

—234+a*>+18a+4a®

5 7 5 7
1, ——+-1 S
—3+3 V7, <73 V7

Pour a=1, on voit que cette racine double est 1 :
> factor(subs(a=1,4)) ;
(z+1) (z—1)?

4.1 Fractions rationnelles
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