L Courbes

[ Dans toute la suite, nous supposerons qu'un arc est toujours donné par une liste d'expressions dépendant d'un paramétre. C'est ainsi que le cercle du
plan de centre O et de rayon 2 seradonné en Maple par
[> [2*cos(t),2*sin(t)];

Invariants affines

Tangente et vecteur tangent

[ Levecteur tangent au point régulier tO al'arc donnépar t ® [x(t), y(t)] seradonné par
> vecteur_tangent := (f,t,t0)->subs(t=t0,diff(f,t));
vecteur_tangent := (f, t, t0) ® subs(t =10, diff(f,t))
- > vecteur _tangent ([a*cos(t), b*sin(t)],t,u);
[-asin(u), bcos(u)]
[ Cette fonction donne également le vecteur tangent a un arc gauche
> vecteur _tangent([cos(t),sin(t),t"2],t,t0);
[ sin(t0), cos(t0), 2t0]

- Ceci nous permettra de dessiner un arc et un certain nombre de ses vecteurs tangents al'aide de la fonction qui suit:
courbe_et_tangentq parametrage, liste de parametres) tracerala courbe et les vecteurs tangents aux points demandés de la courbe. La courbe
| sera une courbe paramétrée au sens usuel de Maple, c'est adiredelaforme[x(t), y(t),t=a..b]
> courbe et tangents:=proc(paranetrage,|iste)

| ocal t,i,n,courbe, points, vecteurs, segnents, coul eurs;
t:=op([ 3, 1], paranetrage);
courbe: =[op(1l..2, paranetrage)];
n: =nops(liste);
poi nts: =[ seq(subs(t=liste[i], courbe), . n)
vect eurs: =[ seq(vect eur tangent(cour be t i st
segnent s: =seq( [ poi nts[i], points[i]+vect eurs[

i =1. nops(l | ste))
couleurs::[red,seq(blue i=1..n)];
pl ot ([ par anet r age, segnent sj, . col or =coul eur S,
seq(args[i],i=3..nargs));

]e’[l]),izl..n)];
i1,

end:

f> courbe et tangents([(1+cos(t))*cos(t), (1l+cos(t))*sin(t),t=-Pi..Pi],[0,0.5,1,1.5,2,2.5,3]);
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" Dansle plan, I'éguation de la tangente au point ty, dans un systéme de coordonées ccords peut étre donnée par
> tangente: =(courbe,t,t0, coords)->
linalg[det](linalg[mtrix](
[[op(coords), 1],
[ op(subs(t=tO, courbe)), 1],
[op(subs(t=tO,diff(courbe,t))), 0]]

> tangente([(1+cos(t))*cos(t), (1+cos(t))*sin(t)],t,t0,[x,vy]);
X sin(t0)? - x cos(t0) - x cos(t0)? + 2 cos(t0) sin(t0)? + cos(t0)? + 2 cos(t0)? + cos(t0)? sin(t0)? + cos(t0)* - 2 sin(t0) cos(t0) y
- sin(t0) y + sin(t0)?
> sinmplify(");
X- 2xc0s(t0)? - x cos(t0) + 2 cos(t0) + cos(t0)? - 2 sin(t0) cos(t0) y - sin(t0) y+1
> collect(",[x,¥]);
i (1- 2cos(t0)?- cos(t0)) x + (- 2 sin(t0) cos(t0) - sin(t0)) y + cos(t0)? + 2 cos(t0) + 1
L Suivant le méme schéma, on peut obtenir I'équation du plan osculateur a un arc gauche
[ > plan_oscul ateur: =(courbe, t,t0, coords)->
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[inalg[det] (linalg[mtrix](
[[op(coords), 1],
[ op(subs(t=t0, courbe)), 1],
[ op(subs(t=tO0, dlff(courbe t))),
[ op(subs(t=t0,diff(courbe,t, t))) O]]

> pl an_oscul ateur([cos(f),sin(t),a*t],t,tO,[x,y,z]);

xsin(t0) a+ sin(t0)? z- sin(t0)?at0- cos(t0) y a+ cos(t0)? z- cos(t0)? at0

> collect(",[x,Y,2]);

x sin(t0) a- cos(t0) y a+ (cos(t0)? + sin(t0)?) z- sin(t0)?at0- cos(t0)? ato

Points remarquables
Points singuliers

[ Larecherche des points singuliers d'un arc peut se faire sans difficulté al'aide de la fonction

> points_singuliers:=(courbe,t)-

L sol ve({op(diff(courbe,t))},t):

> points_singuliers([(l+cos(t))*cos(t), (1+cos(t))*sin(t)],t);

I {t=p}

> points_singuliers([-(ur4+6*un2-3)/(1+unr2)”~2, 8*u”3/(1+un2)”"2],u);
{u=0},{u=RootOf(-3+_Z°)}

I {u=y/3},{u=-,3}
Points non biréguliers et points d'inflexion
L De méme pour larecherche des points non biréguliers (en général des points d'inflexion)
> points_non_bireguliers:=proc(courbe,t)
| ocal x,y;
X: —courbe[ 1]; —courbe[Z]
sol ve(di ff(x, t$2) di ff(y, t) diff(x,t)*diff(y,t$2)=0,t)

> al lvalues("[2]);

end:
> poi nts_non_bireguliers([t/(1+t"3), (1+t"2)/(1+t’\3)] t)

1 2 1 1 5
o+ a7 %2 w_g%z- 2
(-4+41.3) (-4+41,3) (-4+41,/3) &
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1 1 1 2 o
-2 %2- 1/3'§'ﬁ§%2' /3%
-4+ -4+ 17}
(-4+41,3) (-4+41./3)
1
%l = 1/3
(-4+41,/3)

I %2::(-4+4|¢§)1/3
r>evalf(["]);

[1.532088886 - .1 10° |, -1.879385242, .3472963560]

C Voila par exemple la courbe avec ses trois tangentes d'inflexion
> courbe_et _tangents([t/(1+t~3), (1+t"~2)/(1+t"3),t=-10..10],
[1.53,-1.88,0.35],views[-1..1,-1.5..1.5]);

-0.5¢

-1.5¢4

Points multiples

I Pour larecherche des points multiples, nous vous proposons |la méthode suivante, tout au moins en ce qui concerne une courbe paramétrée
L par des fonctions algébriques
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> points_multiples:=proc(courbe,t,tprine)
| ocal x1,y1,x2,y2
x1: =courbe[ 1];
x2: =subs(t=tprime, courbe[1]);
y1l: =cour be[ 2] ;
y2: =subs(t =t prinme, courbe[ 2]);
solve({(x1-x2)/(t-tprime), (yl-y2)/(t-tprinme)},{t,tprinme})
L end:
> pm=[points_multiples([(ur4-12*ur2+3)/(1+unr2)"2, 2*u*(5*un2-3)/(1+u”2)"2],u,Vv)];

pm = §{ u=-RootOf(5_Z2- 3),v=RootOf(5_Z2- 3)},

1 2
{u= 3 RootOf(_Z*- 54 7%+ 9) (- 54 + RootOf(_Z*- 54 7?+9) ), v=RootOf(_Z*- 54 7?+9)} ﬁ

~> map(al | val ues, ", dependent) ;

§{v:%ﬁ,u:-%m},{u=%\/ﬁ,vz'%m},{v:m+2 3,u:%(ﬁ+2ﬁ)(-54+(JE+ZJ§)2)},
{v=-/15- 2 3,u=%(-ﬁ-Zﬁ)(-54+(-m-2ﬁ)2)}'
(v={15- 2/3,u=3 ({15 - 2/3) (-54+ (/15 - 2,3) )},
(V=15 +2,/3,u=3 (-/15 +2,/3) (-54+ (- /15 +2,3) )}

r> eval f(");
[{V=.7745966692, u = -.7745966692} , { v = -. 7745966692, U = .7745966692}, { u = -.4088817066, v = 7.337084962}

| { v=-7.337084962, u = .4088817066}, { v = .408881730, u = -7.337084943}, { u = 7.337084943, v = -.408881730} ]
[ donc 6 solutions, ce qui correspond atrois points doubles (a cause de la symétrie entre u et v) dont nous obtenons ainsi |es coordonnées
> map(x->subs(x, [ (uM4-12*un2+3)/ (1+ur2)"2, 2*u*(5*u”2-3)/(1+u”2)"2]),");
[ [-1.500000000, 0], [ -1.500000000, 0], [ .7500001969, 1.299038133], [ .7500001969, -1.299038133],
[ .7499999989, -1.299038109], [ .7499999989, 1.299038109] ]

Types de points

" Si I'on cherche atrouver le type d'un point (point banal, point dinflexion, point de rebroussement de premiére ou deuxiéme espéce), on
L pourra utiliser lafonction suivante qui retourne alafoisle type du point et un vecteur tangent
> vecteur_nul:= (v, precision) -> eval b((abs(v[1])<=precision) and
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(abs(v[2])<=precision)):
vecteurs_lies:=(vl,v2, precision) ->
eval b(abs(v1[ 1] *v2[2]-v2[ 1] *v1[2])<=precision):

t ype_poi nt: =proc(courbe,t,t0) |ocal precision,np,q,
vect _p,vect _pO0, vect_q, |l e_type;
i f nargs>3 then precision:=args|4]
el se precision:=0 fi;
p: =1; vect p:=diff(courbe,t);
whi | e vect eur _nul (eval (subs(t=t0, vect _p)), preci sion) do
p: =p+1;
vect _p:=diff(vect _p,t)
od;
vect pO0: =eval (subs(t=tO0, vect _p));
vect q:=diff(vect _p,t);
q: =p+1;
whil e vecteurs_lies(vect pO,
eval (subs(t=t0, vect _q)),
pr eci si on)
do
q: =q+1;
vect q:=diff(vect_q,t)
od;
if type(p, odd) then
i f type(q,even) then le_ty
el se e _type: = point d'inf
fi
el se
if type(q,odd) then | e _type: = point de rebroussenent 1
el se | e _type: ="point de rebroussenent 2°
fi

pe: =" poi nt banal °
| exi on’

fi;

| e_type, vect pO
L end:
> type_point([sin(t)"3,tan(t)”5/(1+t)],t,0.0, 1le-6);
point d'inflexion, [ 6, 0]

Invariants métriques des arcs plans
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I=I Abscisse curviligne

[ Lafonction suivante calcule lalongueur d'un arc paramétré par t, celui ci variant d'une origine a une extrémité
> norme_vect: =v->sqrt (v[ 1] *"2+v[2]"2):

absci sse_curviligne: =(courbe,t,origine,extremte)->
i nt (norme_vect (diff(courbe,t)),t=origine..extremte):

> absci sse_curviligne([(1+cos(t))*cos(t), (1l+cos(t))*sin(t)],t,0,u);

J2+2cos(u) sin(u) /4

1+ cos(u)

Repére de Frénet

[ Lecacul du repére de Frénet sefait de la maniere suivante
> Frenet:=proc(courbe,t,t0) local derive,tFleche, norne;
derive: =eval (subs(t=tO0,diff(courbe,t)));
norme: =sqrt (derive[ 1] *"2+derive[ 2] *2);
t Fl eche: =[ deri ve[ 1] / nor ne, deri ve[ 2]/ nor ne] ;
[tFl eche,[-tFl eche[2],tFleche[1]]]
L end:
r> sinplify(Frenet ([ (1+cos(t))*cos(t), (1+cos(t))*sin(t)],t,t));

gésm@MZmd0+n mq0+2quhlﬁé_wq0+2mq0441_9m0(2qu+nﬁﬁ
J2cos(t)+2 ' .[2cos(t) +2 J2cos(t)+2 J2cos(t) +2  dt
>

L
Courbure et rayon de courbure
C

Pour ce qui concerne la courbure, on se contente d'appliquer les formules du cours
> cour bure: =proc(courbe,t,t0)
| ocal der1, der2;

der 1l:=di ff(courbe,t);

der2:=diff(derl,t);

eval (subs(t=tO0,

(der1[ 1] *der 2[ 2] -der 2[ 1] *der 1[ 2] )
/ (der 1] 1] "2+der 1[ 2] *2)"(3/2)))

L d:
r> sionPfy(courbure([(1+cos(t))*cos(t),(1+cos(t))*sin(t)],t,t));
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_
i J2cos(t) +2
[ et lerayon de courbure

[ > rayon_de_courbure: =(courbe,t,t0)->1/courbure(courbe,t,t0):
> sinplify(rayon_de_courbure([(1l+cos(t))*cos(t), (1l+cos(t))*sin(t)],t,t));

gq/Zcos(t)+2

3
2

Centre de courbure et développée

" Le centre de courbure demande un traitement direct; en effet |'utilisation des fonctions précédentes qui construisent le repere de Frénet et e
rayon de courbure introduisent des racines carrées que Maple a ensuite beaucoup de mal asimiplifier. On préférera donc la méthode suivante

L pour ladéveloppée
> devel oppee: =proc(courbe,t) local x,y,x1,yl,x2,y2,rapport;

X: =cour be[ 1] ; y:=courbe[?2];

xLl:=diff(x,t); yl:=diff(y,t);

x2:=diff(x1,t); y2:=diff(yl, t);

rapport: =(x172+y172)/ (x1*y2-y1*x2);

[ X-rapport*yl, y+rapport *x1]
L end:
C et pour le centre de courbure
> centre_de_courbure:=(courbe,t,t0)->

eval (subs(t =t 0, devel oppee(cour be,t))):

C> S| mpl i fy(devel oppee([(1+cos(t)) cos(t) (1+cos(t)) Si n(t)] t));

§ L cos(t)+ 2 - cos(t) + (cos(t) 1)sm(t)|

Cercle osculateur

[ Lafonction suivante calcule un paramétrage du cercle osculateur & un arc en un point t0
> cercle_oscul ateur: =proc(courbe,t,t0,u) local centre,rayon;
centre: =centre_de_courbure(courbe,t,t0);
rayon: =rayon_de_cour bur e( cour be, t, tO)
[centre[ 1] +rayon*cos(u), centre[ 2] br ayon*5| n(u)]
L end:
> courbe: =[2*cos(t),sin(t)]:
cercle: =cercle_oscul ateur(courbe,t,Pi/4,u):
plot([[op(courbe),t=0..2*Pi],[op(cercle),u=0..2*Pi]]);
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" Une éguation du cercle osculateur dans un systeme de coordonnées demande par contre de nouveau un traitement direct pour éviter des
L simplifications hasardeuses de racines carrées
> equation_cercl e_oscul at eur: =proc(courbe,t,t0, coords)
| ocal x,y,x1,y1,x2,y2,rapport;

X: =courbe[ 1]; y:=courbe[?2];

xL:=diff(x,t); yl:=diff(y,t);

x2:=di ff(x1,t); y2:=diff(yl, t);

rapport: =(x172+y172)/ (x1*y2-y1*x2);

eval (subs(t=tO0,

(coords[ 1] - x+rapport*yl) ~2+(coords[ 2] -y-rapport*x1l) "2
- (x172+y172) *rapport"2));

L end:
> equation_cercle_osculateur([2*cos(t),sin(t)],t,Pi/l4,[x,y]);

3.0 & 3¢ 125
SR A

Développante
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[ Lafonction suivante permet un calcul élémentaire d'une développante
> devel oppant e: =proc(cour be, t, s0)
| ocal tFleche,s, norne, derive;

derive: =di ff(courbe, t);

nor me: =sqrt (derive[ 1] *"2+derive[ 2] *2);

s:=int(norme,t);

[ cour be[ 1] +(s0-s) *deri ve[ 1]/ nor ne,

cour be[ 2] +(s0-s) *deri ve[ 2]/ nor ne]

L end:
> sinplify(devel oppante([cos(t),sin(t)],t,s0));
i [cos(t) - sin(t) SO +sin(t) t, sin(t) +cos(t) sO- cos(t) t]
r> sinplify(devel oppante([(1+cos(t))*cos(t), (1+cos(t))*sin(t)],t,0));
[-3cos(t)?+3cos(t) +2,-3(cos(t) - 1) sin(t)]

Equation intrinséque

" Larésolution de I'équation intrinséque ¢ = f('s) (courbure en fonction de I'abscisse curviligne) se ramene atrois calculs de primitives a
L condition de se donner une origine de l'arc et I'angle d'un vecteur tangent unitaire avec I'axe Ox. Ceci conduit alafonction
> equation_intrinseque: =proc(f,s,sO0, origine, phi0)

| ocal phi,v;

phi:=int(f, s=s0..v)+phi O;

[origine[1] +int(cos(phi),v=s0..5s),

ori gi ne[ 2] +i nt(sin(phi),v=s0..5s)]

L end:
> equation_intrinseque(l/s,s,1,[0,0],0);

g%ssin(ln(s)) +%scos(|n(s)) - %,%ssin(ln(s)) - %scos(ln(s)) +%H

Invariants métriques des arcs gauches

Abscisse curviligne

[ Lafonction suivante calcule lalongueur d'un arc paramétré par t, celui ci variant d'une origine a une extrémité
> norme_vect: =v->sqrt (v[ 1] *"2+v[ 2] "2+v[ 3] "2):

absci sse_curviligne: =(courbe,t,origine,extremte)->
i nt (norme_vect (diff(courbe,t)),t=origine..extremte):

> abscisse_curviligne([cos(t),sin(t),t],t,0,u);
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L L uy/2
Repére de Frenet

[ Lesformules du cours permettent le calcul du repére de Frénet

> produit_vect:=(vl,v2)->[vl[2]*v2[3]-v1][3]*v2[2],
vi[ 3] *v2[1]-v1[1]*v2[ 3],
vi[ 1] *v2[2]-v1[2]*v2[1]]:

Frenet 3D: =proc(courbe, t, t0)
| ocal derl, der2, norne_t, norne_b,v,
t Fl eche, bFl eche;
der 1: =eval (subs(t=t0, diff(courbe,t)));
norme_t: =norne_vect (derl);
der 2: =eval (subs(t=t O, di ff(courbe, t$2)));
v:=produit_vect (derl, der2);
nor me_b: =nor ne_vect (v);
t Fl eche: =[der1[ 1]/ norne_t,der1[ 2]/ norne_t,
der1[ 3]/ nornme_t];
bFl eche: =[ v[ 1] / nor ne_b,
v[ 2]/ nornme_b, v[ 3]/ nornme_b];
[t Fl eche, produit_vect (bFl eche, t Fl eche), bFl eche]
end:

S sinmplify(Frenet3D([2*cos(t),sin(t),t],t,Pi/2)); .

B csogsfosonfs o/

Courbure

L On applique de nouveau les formules du cours
> cour bure3D: =proc(courbe,t,t0)
| ocal der1, der2, norne_t, norne_b, v;
der 1: =eval (subs(t=t0, diff(courbe,t)));
norme_t: =norne_vect (derl);
der 2: =eval (subs(t=t O, di ff(courbe, t$2)));
v:=produit_vect (derl, der2);
nor me_b: =nor ne_vect (v);
nor me_b/ norne_t~3
end:
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> sinplify(courbure3D([a*cos(t),a*sin(t),b*t],t,t));
N @ (b? +a)

3/2
(0 + )

Torsion

T Encore unefoislesformules du cours
> torsion:=proc(courbe,t,t0)
| ocal der1, der2, der 3, norne, v;
der 1: =eval (subs(t=tO0, diff(courbe,t)));
der 2: =eval (subs(t=t0, di ff (courbe, t$2)));
der 3: =eval (subs(t=t0, di ff(courbe, t$3)));
v: =produi t _vect (derl, der?2);
nor me: =nor me_vect (v);
l'inal g[det] (linalg[matrix] ([derl,der2,der3]))/nornme”2
L end:
> sinmplify(torsion([a*cos(t),a*sin(t),b*t],t,t));
b

b? + a2

L >
Equations intrinséques
" Lesformules donnant |es dérivées des vecteurs du repere de Frénet conduisent, si I'on connait courbure et torsion en fonction de |'abscisse
curviligne, aun systeme différentiel, dont la résolution conduit, moyennant un choix de repere de Frénet initial, ala connaissance du repére de
Frénet en fonction de I'abscisse curviligne, puis par intégration de t(s) en choisissant une origine, ala donnaissance d'un paramétrage de |'arc.
Lafonction suivante, étant données courbures et torsion en fonction de |'abscisse curviligne, cherche a calculer |'arc correspondant, sachant
L qu'al'instant SO son repére de Frénet est |e repere canonique
r> intrinseque3dD:. =proc(c,tau,s,s0) |ocal soll,sol2,sols3,
syst ene, i nconnues,t,n, b, t1,t2,1t3;
systeme: =di ff(t(s),s)=c*n(s),
diff(n(s),s)=-c*t(s)+tau*b(s),
diff(b(s),s)=-tau*n(s);
i nconnues: ={t(s),n(s), b(s)};
sol 1: =dsol ve({systene, t(s0) =1, n(s0) =0, b(s0) =0}, i nconnues) ;
sol 2: =dsol ve({systene, t(s0) =0, n(s0) =1, b(s0) =0}, i nconnues) ;
sol 3: =dsol ve({systene, t(s0)=0, n(s0) =0, b(s0) =1}, i nconnues);
t 1: =eval (subs(sol 1,t(s)));
t 2: =eval (subs(sol 2,t(s)));
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t 3: =eval (subs(sol 3,t(s)));
d[int(tl,s),int(t2,s),int(t3,s)]
end:

"> f:=intrinseque3D(3,2,s,0);

4 9 ) 3
f.—§Es+@JT35n(JT3$), - 1—3(;(),':,(\/1_'3,5)’_

r Avec une vérification:
r> sinplify(courbure3D(f,s,s));

> sinplify(torsion(f,s,s));
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