Surfaces

Tracé de surfaces

Différents modes de traces simples

" Lafonction plot3d permet de tracer soit des surfaces cartésiennes z=f(x,y), soit des
surfaces paramétriques x=f(u,v), y=g(u,v), z=h(u,v), de diverses maniéres. Soit sous forme

L de réseau de lignes de coordonnées

r> plot3d(x"2-y*sin(y),x=-4..4,y=-4..4),;

r soit sous forme de quadrilatéres
r> plot3d(x"2-y*sin(y),x=-4..4,y=-4..4,styl e=PATCH);

Insufficient memory
to display plot

. soit sous forme pleine
> plot3d(x"2-y*sin(y),x=-4..4,y=-4..4,styl e=PATCHNOGRI D) ;
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[ soit encore sous forme de lignes de niveau
> plot3d(x"2-y*sin(y),x=-4..4,y=-4..4,styl e=CONTOUR) ;

~+

\\\\

[ soit enfin sous forme pleine avec lignes de niveau
[ > plot3d(x"2-y*sin(y), x=-4..4,y=-4. .4, styl e=PATCHCONTCUR) ;
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[ enfin I'option grid permet de jouer sur la précision de I'échatillonnage (par défaut 25x25)
> plot3d(x"2-y*sin(y),x=-4..4,y=-4..4,9rid=[ 60, 60], styl e=PAT
CH) ;
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C>
Autres types de tracés
[ La plupart des autres fonctions de tracés se trouvent dans |a bibliotheque plots, quiil
convient donc de charger avant toute utilisation.
[> with(plots):
L Lafonction contourplot3d permet de tracer les lignes de niveau d'une surface
[ > contourplot3d(x*2-y*sin(y), x=-4..4,y=-4..4,filled=true);
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[ Lafonction implicitplot3d se charge de tracer les surfaces cartésiennes f(x,y,z)=0.
r> inplicitplot3d(x"4-x"2*yN2+yN4-z72=3, x=-2..2,y=-2..2,2=-2.
.2,
styl e=PATCH) ;

" Lerole delafonction tubeplot est de construire une surface tubulaire autour d'une courbe
donnée, ce qui permet (entre autres) une bonne visualisation des courbes en trois

L dimensions

[ > tubeplot([cos(2*t),sin(t),sin(2*t),t=0..2*Pi,radius=0.1]);
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" Enfin lafonction display3d permet de réunir dans un méme tracé différentes surfaces, dont

| lestracés ont été sauvegardes dans des variables.

> sphere: =pl ot 3d([ cos(u)*cos(Vv),sin(u)*cos(v),sin(v)],
u=-Pi..Pi,v=-Pi/2..Pi[2):

cylindre:=plot3d([(cos(u)+1)/2,sin(u)/2,v],u=-Pi..Pi,v=-1.

2..1.2):

fenetre: =t ubepl ot ([ cos(u)”2,sin(u)*cos(u),sin(u),u=-Pi..Pi
], radius=0.1):

di spl ay3d({sphere, cylindre, fenetre}, styl e=PATCH, scal i ng=CO
NSTRAI NED) ;
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Plan tangent

end:

nbda, mu] ) ;

200+21 ]

Plan tangent a une surface paramétrique

 Le plan tangent a une surface paramétrée x=f(u,v), y=g(u,v),z=h(u,v) en un point (u0,v0)
| sobtient facilement, soit sous forme paramétrée
> plan_tangent par:=proc(surface, par_surface, poi nt, par_pl an)

| ocal Fu, Fv, F;

F: =subs(par_surface[ 1] =poi nt[ 1],

par _surface[

Fu: =subs(par _surface|
par _surface[

di ff(surface

Fv: =subs(par _surface|
par _surface[

di ff(surface

[ F[ 1] +par _pl an[ 1] *Fu|[
F[ 2] +par _pl an[ 1] * Fu[
F[ 3] +par _pl an[ 1] * Fu[

NEN

N

LN

=poi nt[ 2], surface);
=poi nt[ 1],

=poi nt[ 2],

par _surface[1]));
=poi nt[ 1],

=poi nt[ 2],

par _surface[2]));
+par _pl an[ 2] *Fv[ 1]
+par _pl an[ 2] *Fv[ 2]
+par _pl an[ 2] *Fv[ 3]

]

C> pl an_t angent par([cos(u)*v, sin(u)*v,2*u],[u,v],[u0,v0],[la

[cos(u0) vO- | sin(u0) vO + mcos(u0), sin(u0) vO +1 cos(u0) vO + msin(u0),

[ Ceci permet un tracé simple de la surface et de son plan tangent en un point:
> surface: =[cos(u)*v,sin(u)*v,ul2];
pl an: =si npl i fy(pl an_tangent _par(surface,[u,v],[0,1],[s,t])

surface := gcos( u)v,sin(u) v, % uﬁ

plan := §1+t, S,

~

}SH
| 2
> gl: =plot3d(surface,u=-Pi..Pi,v=0..3):

g2: =pl ot 3d(plan,s=-2..2,t=-2..2):
di spl ay3d({gl, g2}, styl e=PATCH) ;

i\k\\%\\\\\
AT \
1l

Page 6

r Quant al'équation cartésienne, elle est facile a obtenir al'aide d'un déterminant



> plan_tangent car: =proc(surface, par_surface, poi nt, coord)
| ocal Fu, Fv, F;
F: =subs(par _surface[ 1] =point[ 1],
par _surface[ 2] =poi nt[ 2], surface);
Fu: =subs(par _surface[ 1] =poi nt[ 1],
par _surface[ 2] =poi nt[ 2],
di ff(surface, par_surface[1l]));
Fv: =subs(par_surface[ 1] =poi nt[ 1],
par _surface[ 2] =poi nt[ 2],
di ff(surface, par_surface[2]));
i nal g[det] (linalg[mtrix](

[[coord[1] -F[1],coord[2]-F[2],coord[3]-F[3]],
Fu, Fv]))
end:

> pIafytangent_car([cos(u)*v,sin(u)*v,2*u],[u,v],[uO,vO],[x,

Y. Z]),
-2sin(u0) x - sin(u0)?v0 z+ 2 sin(u0)? vO u0 + 2 cos(u0) y - cos(u0)? V0 z

+ 2 cos(u0)? vO u0
> sinplify(");
-28n(u0) x- v0Oz+2v0u0+2cos(ul) y

L e recherche de la position de la surface par rapport a son plan tangent se fait simplement
L enremplagant x,y et z par les valeurs en fonction de u,v, soit
> position:=(surface, par_surface, poi nt)->plan_tangent _car(su

rface, par _surface, poi nt, surface):
> sinmplify(position([cos(u)*v,sin(u)*v,2*u],[u,v],[u0,v0]));

-2sin(u0) cos(u) v- 2vOu+2vOu0 + 2 cos(u0) sin(u) v

> conbi ne(");
i 2vsin(-u0+u)- 2vOu+2v0oul
" Ceci permet de rechercher la courbe intersection de la nappe et de son plan tangent (en

Fleho_rsgelasol ution évidente u=u0 qui donne la génératrice de la nappe réglée passant par
| lepoin
> Iosol ve(",V);

VO (- u0 +u)
i sin(-u0 +u)
> subs(v=", surface);
2cos(u) VO(-u0+u) sin(u)vOo(-u0+u) 1 u

L g sn(-u0+u) ' sin(-u0+u) 2 E
L Avec un tracé dans un cas particulier
> cour be: =subs(u0=0, v0=1, ") ;

_geos(u)u 1 b
courbe = ET(U)’ u, 5 UH

> tubepl ot (courbe, u=-2. . 2, radi us=0. 05) ;
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" Lesigne de I'expression rt-s*2(avec les notations de Monge) permet facilement la
L classification d'un point en point eliptique, hyperboligue ou parabolique
> type_de_point:=proc(surface, par_surface, point)

| ocal equation,r,s,t;

equati on: =posi ti on(surface, par_surface, point);
r: =subs(par_surface[ 1] =point[1],

N

par _surface[ 2] =point|[ 2],

di ff (equation, par_surface[ 1] $2));
t: =subs(par_surface[ 1] =poi nt|

par _surface[ 2] =poi nt [

di ff (equati on, par_sur
s: =subs(par _surface[ 1] =poi nt [

par _surface[ 2] =poi nt [

aé:e[ 2] $2));

NN

di ff(equation, par_surface[ 1], par_surface[2]));
rt-sn2

L end:

[ Sur notre exemple précédent, tout point est hyperbolique

r> sinmplify(type_de_point([cos(u)*v,sin(u)*v,2*u],[u,Vv],[u0,Vv
01));

| -4

[ aors que la surface suivante posssede alafois des points des divers types

r> sinmplify(type_de_point([ur2+v"2, ur2-v~2,u+v],[u,v], [uO0, vO]
));

64 vO u0
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Types particuliers de surfaces
Cylindres

vecteur w est facile a obtenir

Une paramétrisation du cylindre ayant pour directrice un arc paramétre et de direction un
(> cylindre_par:=proc(directrice, onmega, v)
end:

, : | ocal i;
[seqg(directrice[i]+v*onmegali],i=1..3)]
[ Avec deux exemples
> Cl:=cylindre_par([t,t"2, O] [1,1,1],v):
plot3d(C1, t=-2.. 2v—-1 :

pi ot 3d(C2,t=-Pi

.Pi,v=-1

> C2:=cylindre_par([sin(t),sin(t)*cos(t),cos(t)"2],[1,1,0],v
i..Pi . 1);

L arecherche de I'équation cartésienne d'un cylindre connaissant une directrice d'équations
Page 9

f(x,y,2)=0, g(x,y,2)=0 peut se faire en éliminant t entre les deux éguations f(x+t a,y+t b,z+t



c)=0, g(x+t a,y+t b,z+t ¢)=0, ce qui peut se faire (a condition que toues les équations soient
L polynomiales) au moyen d'un résultant (voir I'aide de Maple)
> cylindre_car:=proc(courbe, coord, onega) |ocal t, equas;
equas: =subs(coord[ 1] =coord[ 1] +t *onegal 1],
coord[ 2] =coor d[ 2] +t *onegal 2],
coor d[ 3] =coor d[ 3] +t *onega[ 3], cour be) ;
resul t ant (equas| 1], equas[ 2] ,t);
L end:
C Voici un exemple avec la parabole d'éguations x"2-y=0, z=0 et le vecteur (1,1,1).
> cylindre_car([x"2-y,z],[%x,Y,2],[1,1,1]);
i X-y-2zx+z+27
[ et un exemple plus compliqué avec un cylindre construit sur lafenetre de Viviani (1)
> cylindre_car ([ x"2+y"2+z72-1, x"2+y"2-x],[x,Yy,z],[1,0,1]);
2X- 142Z22462X- 22+2X° V- 4zxyV+A4y+X*- 23+ + 2+ 2y 7

-A42X+62y- By’ X- 62X- 42X +6X 7

Cones

" Une paramétrisation du cdne ayant pour directrice un arc paramétré et pour sommet un

L point S peut sobtenir de lafagon suivante

> cone_par:=proc(directrice,S,v) local i;

[seq(v*directrice[i]+(1-v)*S[i],i=1..3)]

L end:

L Avec deux exemples

r> Cl:=cone_par([t,t"2,0],[2,1,1],v):
plot3d(Cl,t=-2..2,v=-2..2);

s
7

> 2 =cone_par([sin(t),sin(t)*cos(t),cos(t)”2],[1,1,0],v):
plot3d(C2,t=-Pi..Pi,v=-1..2);
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" Larecherche de |'équation cartésienne d'un cylindre connaissant une directrice d'équations
f(x,y,2)=0, g(x,y,2)=0 peut sefaire en éliminant t entre les deux équations f(t x+(1-t) a,t
y+(1-t) b,t z+(1-t) €)=0, g(t x+(1-t) at y+(1-t) b,t z+(1-t) ¢)=0, ce qui peut sefaire (a
condition que toues les équations soient polynomiales) au moyen d'un résultant (voir |'aide
L de Maple)
> cone_car: =proc(courbe, coord,S) |local t,equas;
equas: =subs(coord[ 1] =t *coord[ 1] +(1-t)*S[ 1],
coord[ 2] =t*coord[ 2] +(1-t)*S[ 2],
coord[ 3] =t *coord[ 3] +(1-t)*S[ 3], cour be);
resul t ant (equas| 1], equas[ 2] ,t);
L end:
C Voici un exemple avec la parabole d'éguations x*2-y=0, z=1 et le point(0,0,0).
> cone_car ([ x"2-y,z-1],[X,y,2],[0,0,0]);
i -zy+ X
C et un exemple plus compliqué avec un cone construit sur lafenetre de Viviani (1)
> cone_car ([ x"2+y"2+z"2- 1, x"2+y"2-x],[x,Y¥,2],[0,0,0]);

Xy - X2 +y

>

Autres nappes développables

" Ledernier type de nappe réglée développable est constitué de I'ensembl e des tangentes a
L une courbe gauche. Rien de plusfacile
> surface_tangentes: =proc(courbe,t,u) local tangent,i;
tangent: =di ff(courbe, t);
[ seq(courbe[i]+u*tangent[i],i=1..3)]
end:
Essayons avec une hélice circulaire
> Sigma: =surface_tangentes([cos(t),sin(t),t],t,u);
i S:=[cos(t) - usin(t), sin(t) +ucos(t), t + u]
> plot3d(Sigma,t=-Pi..Pi,u=-2..2);

1
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- On voit bien gue la surface est pincée le long de la courbe qui est I'ensemble de ses points
| L singuliers.

Surfaces derévolution

" Nous nous contenterons de faire tourner une courbe paramétrique t -> F(t) autour d'une
droite A+R w. Un paramétrage de la surface est donc (t,,u) -> A+R(U)[AF(t)] sl R[u] est
larotation vectorielle dans u autour deladroite R w. Une expression classique de cette
rotation est, (lorsquew est unitaire)

R(u)(x) =(1- cos(u)) xw w +cos(u) x +sin(u) wL x
ce qui nous conduit alafonction suivante (les parametres omega et A étant pris par défaut
. comme [0,0,1] et [0,0,0])
> rotation: =proc(point,angle) |ocal AF,i,onega, A onegal,res;
i f nargs<4 then A =[0,0,0] else A =args[4] fi;
i f nargs<3 then onega: :[ 0,0,1] else onega:=args[3] fi;

onegal: =eval m(omega/ sqrt (I i nal g[ dot prod] (orrega onega)));
AF: =l i nal g[ vector] ([seq(point[i]-Ali], .3)1);
res: =eval n( A
+(1-cos(angle))*

| i nal g[ dot pr od] ( AF, onegal, ort hogonal ) *onegal
+ cos(angl e) *AF
+si n(angl e)*l i nal g[ crosspr od] (onegal, AF)

sinplify(convert(res,list));
L end:
[ Un essal, en faisant tourner ladroite x=1, y=z autour de I'axe Oz
> Sigma:=rotati on([l t,t],u);
—[cos(u) sm(u)t cos(u)t+sm(u) t]
(> pl ot 3d(Sigma, t=-2..2,u=-Pi..Pi, styl e=PATCH);
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[ Maintenant faisons tourner un cercle autour d'une droite non coplanaire bien choisie
r> Sigma:=rotation([0, 1+sqrt(2)*cos(u),sqrt(2)*sin(u)],v,[1,0
1]);

S:= E%ﬁsin(u) - %cos(v) J2 sin(u) - %sin(v)ﬁ- sin(v) cos(u),
cos(v) +cos(V) /2 cos(u) - sin(v) sin(u),

% 2 sin(u) +%cos(v)ﬁsin(u) +%sin(v)ﬁ+sin(v) cos(u)ﬁ
~> pl ot 3d(Si gma, u=-Pi..Pi,v=-Pi..Pi);

- et on obtient un tore, qui contient donc beaucoup plus de cercles que ce que I'on pourrait
L penser apriori (C'est lathéorie des cercles de Villarceau).

L >
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