Intégration

Primitives

Primitives
[ Maple sait calculer beaucoup de primitives de fonctions usuelles gréace al'algorithme de Risch.
2+10

r>int(1/ (x"4+1), x);
—1/_I 8x xﬁ+15 22 arctan(x[2 +1) +5 ﬁarctan(xﬁ 1)

C> assune(a,real); int(1/(1+cos(a)*cos(x)), Xx);

(-1+cos(a~)) tan? g
arctan ]

(1+cos(a~)) (1- cos(a~)) &
¢(1+cos(a~)) (1- cos(a~))

[ Comparez avec le resultat suivant, qui ne fait pas d'hypothése sur b qui est considéré comme un nombre complexe)

> int(1/(1+cos(b)*cos(x)), x);
(- 1+cos(b))tan§x—
i Y

(1+cos(b)) (-1+cos(b))
J(1+cos(b)) (- 1+ cos(b))

Maple peut au passage introduire des fonctions moins usuelles, commeici le cosinus intégral
> int(sin(x)"2/x,Xx);

Q-H-1-1-1O:

Q-H- I I-1O:

1T

1 1
Eln(x) - §C|(2x)

~ Enfait, quand Maple ne donne pas de réponse, c'est la plupart du temps parce qu'une primitive de lafonction ne peut pas sexprimer al'aide
| des fonctions usuelles connues par Maple
> int(x"2/sin(x),Xx);
2
X
ggmmdx
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T> int(1/sqrt((1-x72)*(2-x*2)),x);



X

! d
J(1- %) (2- X)

Changement de variables dans les primitives

" Lafonction Maple changevar du package student permet de faire alamain des changements de variable dans des calculs de primitives (nous
L utiliseronsici laformeinerte Int de lafonction int, qui ne cherche pas acaculer I'intégrale)

> Wt h(student):
> changevar (t=tan(x),Int(1/(2+cos(x)"2),x),t);

1

1

1 0 .
+ T(P+1
? t2+1z( )

> changevar (t=f (x),Int(g(t),t), x);

g(f(x)) B 1020

Intégration par parties pour les primitives

" Lafonction Maple intparts du package student permet de faire alamain des intégrations par parties dans des calculs de primitives (nous
utiliseronsici laforme inerte Int de lafonction int, qui ne cherche pas acalculer I'intégrale; e deuxiéme paramétre de cette fonction désigne le

L facteur qui doit étre dérivé

> intparts(Int(sin(x)/x,x),1/x);

Co Co
_cos(x) _ g 0.4

X X

Intégrales

Intégrales

[ Maple sait calculer certaines intégrales de fonctions usuelles soit par un calcul de primitive et un passage alalimite, soit en se ramenant a des
tables d'intégrales connues
F>int(1l/ (x"4+1),x=0..infinity);
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1
Zpﬁ
r> assunme(a, real); int(1/(1l+cos(a)*cos(x)),x=0..2*Pi);
p
2

f J1- cos(a~)?

r> int(sin(log(x)) x=0..Pi/2);

- —psm(ln(Z)) cos(In(p)) +4 DCOS(ln(Z)) sin(In(p)) - —pCOS(ln(Z))COS(IH(p)) - —psn(ln(Z))Sm(ln(p))
r>int(1/sqrt((1-x"2)*(2- x"2)),x-0. . 1),

1 - 0

—./2 Elli tch§ T

512 EllipticKgs /22

[ Pour lesintégrales dépendant d'un paramétre, Maple peut ne calculer I'intégrale que lorsque le domaine du parametre est restreint
r> int(exp(-al pha*x"2),x=0..infinity);

Definite integration: Can't determine if the integral is convergent.

Need to know the sign of --> al pha
WIl nowtry indefinite integration and then take limts.

im 1./p erf(/a x)
X® ¥ 2 ﬁ

C> assune(al pha>0): int(exp(-al pha*x"2), x=0.. ni ty)

i nf
}
2

7%

Calcul numérique des intégrales

C Lorsgue Maple ne sait pas calculer formellement une intégrale on peut demander le calcul d'une valeur numérique approchée
> int(sqrt(x)*sin(x)/(x"2+1),x=0..1);
1

g [xsn()

X2 +1
L 0
r> evalf(");

| 2444524641
[ L'usage de laforme inerte Int permet de demander un calcul numérique, méme lorsque le calcul formel aboutirait, mais sous une forme peu
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_ utilisable

r> evalf(Int(sin(x)/(x"2+1),x=0..1));

| .3217935447

" Remarque: autant on peut faire confiance a Maple dans le calcul des primitives (a condition d'interpréter correctement les résultats), autant le
calcul des intégrales pose des difficultés beaucoup plus grandes; |es résultats fournis doivent toujours étre regardés avec la plus grande
circonspection. En particulier, au moindre doute, il est souhaitable de comparer evaf(int(f(t)=t=a..b) (qui fournit lavaleur numérique de
I'intégrale préalablement calculée formellement) avec evalf(Int(f(t)=t=a..b) (qui fournit la valeur numérique de I'intégrale, sans que celle-ci soit
L calculée formellement).

Changement de variables dans les intégrales

r Lafonction Maple changevar du package student permet de faire ala main des changements de variable dans des calculs d'intégrales (nous
L utiliseronsici laformeinerte Int de lafonction int, qui ne cherche pas acaculer l'intégrale)
[> wth(student):
> changevar (t=tan(x),Int(1l/(2+cos(x)"2),x=0..Pi/2),t);
L, ¥

dt

1
1 6
B2+ a(f )
I A ?+15
> changevar (t=x"2,Int(g(t),t=u..v), X);
A

§ 2 g(x%) x dx
i o
Intégration par parties pour les intégrales
" Lafonction Maple intparts du package student permet de faire alamain des intégrations par parties dans des calculs d'intégrales (nous

utiliseronsici laforme inerte Int de lafonction int, qui ne cherche pas a calculer I'intégrale; e deuxieme paramétre de cette fonction désigne le
L facteur qui doit étre dérivé

(> intparts(lInt(sin(x)/x,x=1..A),1/x);
A

) cos'iA) +cos(1) - g cojzx) dx

1

Transformations intégrales
[ Le package inttrans contient la plupart des fonctions Maple dédiées aux transformations intégrales
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> with(inttrans):
Transformée de Fourier

L ¥
Lafonction fourier effectue latransformée de Fourier d'une fonction, définie par fourier(f(t), t, x) = § f(t) EC™ dt
-¥

L Maple ne calcule pas formellement directement les transformées de Fourier sous forme intégrale
r> fourier(f(t),t,x);
i fourier(f(t), t, x)
[ Par contreil sait calculer de nombreuses transformeées de Fourier
r> fourier(1/(1+t"2),t,x);
| e* p Heaviside(- x) + e(¥) p Heaviside(x)
r> fourier(exp(-abs(t)),t,x);
2

1+x°

T > fourier(exp(-tn2/2),t,x);

(- 1/2x%)
I /24pe
" A cet effet, Maple utilise frequemment la fonction de Heaviside, définie par Heaviside(t)=0 s t<0, Heaviside(t)=1 s t>0 (elle n'est pas definie
L au point 0). Maple connait la transformée de Fourier d'une dérivée
> fourier(diff(f(t),t$3),t,x);
I -1 x3 fourier(f(t), t, X)
r>diff(fourier(f(t),t,x),x);

1 .

I ﬂ—xfourler(f(t), t, X)
L Ainsi que latransformeée de Fourier d'une fonction multipliée par un polynéme
r> fourier((t”r"2+1)*f(t),t, x);

fourier(f(t), t, x) ?Z fourier(f(t),t X)Q

[ Latransformée de Fourier inverse est donnée par lafonction invfourier.

r>invfourier(fourier(f(t),t,x),x,w;

I f(w)

" Enfait latransformée de Fourier inverse est pratiquement latransformée de Fourier elle méme, a un facteur multiplicatif prés et un
L changement de la variable en son opposée

> fourier(fourier(f(t),t,x),x,w;
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L L 2pf(-w)
Transformée en cosinus ou sinus

. . . . . 2 4" 24° . .
LestransforméesdeFourlermcosmusousmussontdéﬂmesparIesmtégralesﬁg f(t) cos(xt) dtetﬁ@ f(t) sin(xt) dt et calculées
0 0

L par lesfonctions Maple fouriercos et fouriersin. Les résultats ne sont valides que pour 0 < x
r> fouriercos(1/(1+t"2),t,x);

1 -

3/2p e

"> fouriersin(exp(-t"2),t,X);
1 (- 1/4%%) ? 0
-élqlpe erfEIXE;

) ﬁ (Ssi(x) sin(x) + Ci(x) cos(x))
/p
Maple connait les transformée de Fourier en cosinus et sinus d'une dérivée
> fouriercos(diff(f(t),t),t,x);
-[2 £(0) + x fouriersin(f(t), t, x) /p

o

i - X fouriercos(f(t), t, X)
[ Maple connait les les transformeée de Fourier en cosinus et sinus d'une fonction multipliée par un polynéme
r> fouriercos(t*f(t),t,x);

r> fouriercos(l/(t+1),t,Xx);

1T

"> fouriersin(diff(f(t),t),t,x);

ﬂleouriersi n(f(t), t, x)

[ Cestransformées sont involutives (appliquées deux fois elles redonnent la fconction initiale)
> fouriercos(fouriercos(f(t),t,x),x,w;

I f(w)

r> fouriersin(fouriersin(f(t),t,x),x,w;

L L f(w)
Transformée de Hilbert
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Latransformée de Hilbert d'une fonction est donnée (lorsque celaaun sens) par  lim 'AT et elle est calculée par lafonction Maple

A® ¥
_ hilbert
T> hilbert(1/(1+t"2),t,X);

X
I 1+x?
> hilbert(exp(l*t),t,x);
I | e(1X)
" Maple sait manipuler formellement certaines propriétés de la transformeée de Hilbert vis a vis de la dérivation ou de lamultiplication par un
L polynéme
T> hilbert(diff(f(t),t),t,x);
1.
ﬂ—xhllbert(f(t),t, X)

"> hilbert(tr2%f(t),t,x);
¥ ¥
%hﬂmﬂUULLx)p+x§ ﬂ_U)d}J+§ _Uf(_U)d. U
-¥ -¥

L Y
Latransformée de Hilbert est presque involutive, si bien que lafonction invhilbert, qui calcule latransformée inverse, est pratiquement inutile
> hilbert(hilbert(f(t),t,x),x,w;

1

L L -f(w)

Transformée de Laplace

" Latransformée de Laplace (largement utilisée par les physiciens et |es technologues) d'une fonction est donnée (lorsgue cela a un sens) par
¥

z

§ f(t) e*V) dt et elle est calculée par lafonction Maple laplace
L 0
r> |l aplace(cos(t),t, x);

1+x°

r> laplace(sqrt(t),t,x);
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X3/2

NI

> laplace(exp(-t"2),t,x);

(1/4x%) Cg o
1ﬁe erfog | x=
2 X

: Maple sait manipuler formellement certaines propriétés de la transformeée de Laplace vis avis de la dérivation ou de la multiplication par un
L polyndme
r> laplace(diff(f(t),t),t,x);
i x laplace(f(t), t, x) - f(0)
> laplace(t”2*f(t),t,x);
T|'2
— laplace(f(t), t, X
e P e(f(t), t, X)
L'inverse de latransformée de L aplace est donnée par lafonction invlaplace
> invlaplace(1/(t+1),t,x);

1

e('x)
> invlaplace(l/(t"2+1),t,x);
L sin(x)
Transformée de Mellin

Y
Latransformée de Mellin d'une fonction est donnée (lorsque celaa un sens) par § f(t) t*- Y dt et elle est calculée par lafonction Maple
0

mellin
> mellin(cos(t),t,Xx);

6
3(x) co 5P X2
> nmellin(t/(t"2+1),t,x);

r> mellin(exp(-t~2),t,x);
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