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Chapitre 1Introdution1.1 ProblèmeLe ompte est bon est un jeu se déroulant de la façon suivante : un entier x et plusieurs entiers
y1,...,yl sont hoisis. Il s'agit alors d'obtenir x omme résultat d'une expression arithmétique utili-sant les entiers y1,...,yl. On souhaite érire un algorithme qui permet d'obtenir une telle expression,si 'est possible, ou bien une meilleure approximation.1.2 ExempleVoii un exemple d'experienex = 26
y1=1
y2=4
y3=5
y4=3Le programme donne alors : 3.(5+4)-1 = 26En fait l'algorithme va e�etuer les étapes suivantes :au départ l'algorithme analyse : 1 , 4 , 5 , 3 (omme entrée)après l'algorithme analyse : 9 , 1 , 3 (où 9=4+5)l'algorithme analyse ensuite : 27 , 1 (où 27=9×3)en�n l'algorithme donne : 26 (où 26=27-1)Il est plus faile de shématiser les di�érents ombinaisons possibles sous forme d'un arbre(FIG3.1).Nous n'avons pas utilisé un type arbre mais nous avons utilisé la notion d'arbre ar elà nous aaidé énormément dans notre raisonnement.Dans e présent travail nous proposons deux méthodes pour résoudre le problème :� La première méthode onsiste à parourir les possibilités de ombinaisons omme si on faisaitun parours en profondeur de l'arbre FIG3.1.� Le seonde méthode onsiste à parourir les possibilités de ombinaison omme si on faisaitun parours en largeur de l'arbre FIG3.1.
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Chapitre 2Conventions : dé�nitions2.1 Numérotation des ouples formés à partir des élémentsd'une séquenePour être plus laire on s'appuie sur un exemple de séquene et on énumère les di�érents ouples.Prenons la séquene suivante :
Fig. 2.1 � Méthode de numérotation des ouplesOn ommene par le premier élèment (ii "a"). Les ouples sont :

1er ouple : (a,b)
2me ouple : (a,)
3me ouple : (a,d)
4me ouple : (b,)
5me ouple : (b,d)
6me ouple : (,d)On peut aussi voir la numérotation de la manière suivante aussi.Ii les numéros orrespondent au ouple formé par l'entier * et l'entier numéroté. Par exemplele 10me ouple est : (,d), le 11me ouple est : (,e), le 9me ouple est : (b,f) et...2.2 Convention opérateursOn se propose de donner un ode à haque opérateur arithmétique pour s'en reférer à haqueappel ; pour elà on suivra la onvention suivante :L'opérateur "+" est odé par le hi�re 1L'opérateur "-" est odé par le hi�re 2(en e�etuant la soustration on prendra toujours la valeur absolue ar on s'interessera à desvaleurs positives)4



Fig. 2.2 � Méthode de numérotation des ouplesL'opérateur "×" est odé par le hi�re 3L'opérateur "÷" est odé par le hi�re 42.3 Expression arithmétiqueUne expression arithmetique est une ombinaison linéaire d'entiers (au sens mathématique).2.4 SéqueneUne séquene est une suession ordonnée d'entiers (nous avons besoin de et ordre pour lafontion "ouple" qui onstruit le ime ouple d'une séquene (Cf.5)). On peut la oder ommestruture de liste simplement haînée.On se permettra de noter le ime élément de la séquene S : S[i℄.
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Chapitre 3Première approhe : parours enprofondeurIi on ne va pas mentionner tous les algorithmes, on se ontentera uniquement de l'algorithmespéi�que à ette première approhe à savoir : La fontion reherhe (qui permet de faire le paroursdes expressions ).Les autres algorithmes qui ont été utilisés en ommun pour la première version et la seondeversion seront mentionnés en 5.3.1 Prinipe de résolution algorithmique� On dipose d'une séquene de n entiers (a1,a2,...,an) (On peut dégager Cn
2 = n×(n−1)

2 ouplesde ette séquene que nous allons tous parourir ar nous les avons numéroté (Cf. 2.1)) Onprend un ouple *.� Pour haque ouple on e�etue une opération arithmétique si 'est possible.� On teste si le résultat de l'opération est bon, sinon on ontinue.� On ajoute le résultat de l'opération en tête de séquene.� On e�ae les deux éléments du ouple * de la séquene préédente.� On obtient ainsi une nouvelle séquene ontenant n − 1 entiers (don Cn−1
2 = (n−1)×(n−2)

2ouples possibles) on exéute les mêmes instrutions préédentes à ette nouvelle séquene.Cei nous a inspiré l'idée de la réursivité dans ette première méthode.3.2 Algorithme3.2.1 Problème� Problème : reherhe� Entrée : séquene d'entiers, tableau d'opérations� Sortie : un bouléen3.2.2 L'algorithmeCf. Algorithme13.2.3 IllustrationCf. FIG3.13.2.4 CorretionIl su�t de onsidérer les invariants suivants :6



Algorithme 1 Algorithme Fontion reherheEntrées: s : séquene, x : entier, nombre_entiers : entier, prohe : entierSortie: booléens2 : séquene ;i, j : entier ;valeur ;d :entier ;resultat : entier ;iouple : ouple ;di�erene : entier ;atteint ← FAUX : boolén ;Tantque i ≤ C2
nombres_entiers et non atteint FaireTantque j ≤ 4 et non atteint Faireiouple ← ouple(i, nombre_entiers, 0) ;resultat ← alul(iouple, j) ;s2 ← remplaer(ouple, resultat) ;di�erene ← resultat - x ;Si di�erene < 0 Alorsatteint ← VRAIprohe ← 0 ;SinonSi di�erene = prohe Alorsprohe ← di�ereneSinonatteint ← reherhe(s2, nombre_entiers - 1, prohe)FinSiFinSiFinTantqueFinTantqueretourner atteint
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Fig. 3.1 � Les di�érents ombinaisons� première boule : i + 1 ≤ C2
n,� deuxième boule : j + 1 ≤ 4,qui assurent :� première boule : un maximum de C2

n boules,� deuxième boule : 4 boules.En observant que dans l'appel réursif, le nombre d'entiers passé en paramètre est n−1, ei assurela terminaison des réursivités et ainsi des boules.De plus, en onsidérant le retour des appels réurisifs, on a bien le résultat attendu (vrai ou faux).3.2.5 Complexité en tempsLa ompléxité en temps est donnée par la formule suivante :∏n

i=2 4.C2
i = 2n−1.n!.(n− 1)! ∼= (n!)2 × 2n(où haque terme du produit(4.C2

i ) représente le produit du nombre d'opérations arithmétiques(4) par le nombre de ouples dans la séquene de longueur i (C2
i ))
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3.2.6 Complexité en espaeOn a les paramètres suivants : séquene (nombre_entiers× (4 + 4) = 8n)(pointeur + entier)et les autres entiers (4 + 4 + 4). Ensuite on a la deuxième séquene de longueur n− 1 don elle aune omplexite de 8× (n− 1).Dans la suite de l'algorithme on utilises des variables (7× 4) et un ouple (4 + 4 = 8).On a n−1 itérations don au �nal, on obtient la omplexité en espae de (8×(2n−1)+48)×(n−1).

9



Chapitre 4Deuxième approhe : parours enlargeurIi on ne va pas mentionner tous les algorithmes, on se ontentera uniquement de eux qui sontspéi�que à ette deuxieme approhe à savoir :� La fontion reherhe (qui permet de faire le parours des expressions ).� La fontion suivant (qui permet d'inrémenter le ompteur tableau Cf. 4.1).� La fontion valeur (qui permet de aluler la valeur de l'expression odée par le ompteurtableau Cf. 4.1).Les autres algorithmes qui ont été utilisés en ommun pour la première version et la seondeversion seront mentionnés en 5.4.1 Prinipe :"Le Compteur Tableau"C'est un tableau d'entiers de longueur (l = 2×n− 2 où n est le nombre d'entiers du jeux). Ceompteur présente à haque fois un ode qui est une ombinaison bien déterminée des hi�res dujeux ('est à dire un ode ou plut�t une référene à une ertaine expression arithmétique).Le but est de �dérypter� e ode à haque inrémentation du ompteur et de aluler le résultatde l'expression dont le ode est "la valeur" du ompteur.4.1.1 Plage des valeurs du ompteur tableauLa onstrution du ompteur tableau est faite de sorte que les ases impaires réfèrent à l'opé-rateur, les ases paires réfèrent au ouple.Prenons par exemple deux ases suessives d'un ompteur T :
Fig. 4.1 � Plage des valeursT[2i℄ ∈ [[1, C2

i+2]] (ar il y a C2
i+2 ouples dans la séquene �à analyser� par es deux ases ene�et on est à la ase 2i+1 don la séquene ontient i+2 entiers Cf 4.1.2)10



T[2i+1℄ ∈ [[1, 4]] (ar il y a 4 opérations arithmétiques)4.1.2 Longeur du ompteur tableauOn appellera �longeur du ompteur tableau� l'indie de la ase la plus grande du ompteurtableau.La longeur du ompteur tableau dépend naturellement du nombre d'entiers du jeux, en e�et,plus on a d'entiers plus le nombre d'expression est élevé.La longeur est ii appelée : MaxT et on a : MaxTn = 2× n− 3 où n est le nombre d'entiers.Cette propriéte se démontre par réurrene sur le nombre d'entier �n�, en voii la démonstration :� Pour n = 2 (C'est le nombre minimal d'entiers pour jouer).Le ompteur tableau est à 2 ases, en e�et :i jOù i = 1 ar il y a un seul ouple qui peut être formé par 2 entiers et j ∈ [[1, 4]] pour parourirles 4 opérations arithmétiques.Il est bien laire que dans e tableau à deux ases l'indie le plus élevé est : MaxT2 = 1 =
2× 2− 3.� Supposons que la propriété est vraie pour un ertain rang n.Soit une séquene S à n+1 entiers.En hoisissant un ouple de S et une opération on forme une nouvelle séquene à n entier.Le fait de hoisir un ouple et une opération suggère d'ajouter deux ases au ompteur ta-bleau, 'est à dire en terme mathématique :
MaxTn+1 = (MaxTn) + 2 = (2× n− 3) + 2 = 2× (n + 1)− 3� D'après le prinipe de raisonnement par réurrene la propriété est vraie pour tout entier ntel que : 2 ≤ n.4.2 ExempleUn exemple est très important pour la ompréhension de notre algorithme4.2.1 IllustrationPour éviter toute onfusion : on sous-entend par "kme ouple de la liste Li" : le kme oupleonstruit à partir de la séquene Si.
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Fig. 4.2 � Un exemple4.2.2 Analyse de l'exempleAnalyson le tableau "T" préédent de droite à gauhe.En entrée on a la séquene S0 : (a,b,,d,e,f).- T[8℄=6 : on prend le 6me ouple de la séquene ( a , b ,  , d , e , f ) qui est ( b ,  )(Cf. 2.1)- T[9℄=1 : on e�etue l'opération "1" qui est l'addition "+", soit |b+| (Cf. 2.2)- On forme une nouvelle séquene S1 à partir de la préédente en lui supprimant les éléments du
6me ouple S0 et en lui ajoutant le résultat de la dernière opération. On obtient alors la séquene :( |b+| , a , d , e , f )- T[6℄=9 : on prend le 9me ouple de la dernière séquene formée qui est ( d , f ) (Cf. 2.1)- T[7℄=2 : on e�etue l'opération "2" qui est la soustration "-", soit |d-f| (Cf. 2.2)- On forme une nouvelle séquene S2 à partir de la préédente en lui supprimant les éléments du
9me ouple S1 et en lui ajoutant le résultat de la dernière opération. On obtient alors la séquene :( |d-f| , b+ , a , e )- T[4℄=1 : on prend le 1er ouple de la dernière séquene formée qui est ( |d-f| , b+ ) (Cf. 2.1)- T[5℄=3 : on e�etue l'opération "3" qui est la multipliation "×", soit |d-f|×b+ (Cf. 2.2)- On forme une nouvelle séquene S3 à partir de la préédente en lui supprimant les éléments du 1erouple de S2 et en lui ajoutant le résultat de la dernière opération. On obtient alors la séquene :( |d-f|×(b+) , a , e )- T[2℄=1 : on prend le 1er ouple de la dernière séquene formée qui est ( |d-f|×(b+) , a ) (Cf.12



2.1)- T[3℄=1 : on e�etue l'opération "1" qui est l'addition "+", soit |d-f|×(b+)+a (Cf. 2.2)- On forme une nouvelle séquene S4 à partir de la préédente en lui supprimant les éléments du 1erouple de S3 et en lui ajoutant le résultat de la dernière opération. On obtient alors la séquene :( |d-f|×(b+)+a , e )- T[1℄=0 : on arrête notre analyse du tableau ar on a renontré un �0� (On ne parle pas d'opération0)- On obtient alors le résultat �nal de l'expression arithmétique :( |d-f|×(b+)+a )Ainsi le ompteur tableau fait référene à l'expression arithmétique dont le résultat est aluléà la dernière étape.4.2.3 Plage des valeurs du ompteur tableau dans et exempleLe ompteur tableau analysé préédement a la forme suivante :q r o p m n k l i j( j , l , n , p , r ) ∈ [[1, 4]]5 (intervalle d'entiers ! !)
i ∈ [[1, 15]] (15 = C2

6 ) :en e�et on peut former C2
6 ouples à partir de la première séquene à 6éléments

k ∈ [[1, 10]] (10 = C2
5 ) :en e�et on peut former C2

5 ouples à partir d'une séquene à 5 éléments
i ∈ [[1, 6]] (6 = C2

4 ) :en e�et on peut former C2
4 ouples à partir d'une séquene à 4 éléments

i ∈ [[1, 3]] (3 = C2
3 ) :en e�et on peut former C2

3 ouples à partir d'une séquene à 3 élémentsq = 1 : en e�et une séquene à 2 élémént est déja un ouple 1 = C2
24.3 AlgorithmesL'algorithme prinipal est l'algorithme de la fontion reherhe, en e�et, 'est à l'issue de ettefontion qu'on trouve le résultat exate ou le résultat le plus prohe.4.3.1 La fontion reherheProblème� Problème : reherhe� Entrée : séquene d'entiers, ompteur tableau� Sortie : un bouléen
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L'algorithmeAlgorithme 2 Algorithme Fontion reherheEntrées: S : séquene ; i,nb_element,a_trouver :entier ; T_prohe :tableau d'entiers .Sortie: BooleenMaxT ← 2×nb_element-3atteint ← 0T ← initialiser(T)T_prohe ← initialiser(T_prohe)résultat ← valeur(T,S,nb_element)di�érene ← |a_trouver - résultat|Si di�érene = 0 Alorsatteint ← 1 ;FinSiTantque T[MaxT℄ 6= 0 et di�érene 6= 0 Fairesuivant(T,nb_element) ;résultat ← valeur(T,S,nb_element) ;Si di�érene > |a_trouver - résultat| Alorsdi�érene ← |a_trouver - résultat| ;T_prohe ← TFinSiFinTantqueSi di�érene = 0 Alorsatteint ← 1 ;FinSireturn(atteint) ;CorretionC'est une onséquene immédiate des dé�nitions des problèmes de suivant et résultat.Complexité en tempsLa omplexité en temps de ette fontion est pratiquement la même que la fontion suivant, àsavoir :∑n−1
i=0

∏i

j=0 4.C2
n−j = (n!)2 ×

∑n−1
i=0

2i

(n−i)!2Complexité en espaeLa omplexité en espae est : 8× (n + MaxT ) + 244.3.2 La fontion suivantCette fontion permet d'inrémenter le ompteur tableau.Problème� Problème : suivant� Entrée : ompteur tableau� Sortie : ompteur tableau
14



L'algorithmeAlgorithme 3 Algorithme Fontion suivantEntrées: T :tableau d'entiers, nb_element.Sortie: T :tableau d'entiers.i ← 2×nb_element-3 ;Si i = 1 AlorsSi T[i℄<4 AlorsT[i℄ ← T[i℄ + 1 ;SinonPour j de 0 à MaxT FaireT[j℄ ← 0 ;FinPourFinSiSinonSi T[i℄<4 AlorsT[i℄ ← T[i℄ + 1 ;SinonT[i℄ ← 1 ;Si T[i-1℄ < C2
i−1

2
+2

AlorsT[i-1℄ ← T[i-1℄ + 1 ;SinonT[i-1℄ ← 1 ;suivant(T,nb_element - 1) ;FinSiFinSiFinSi
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IllustrationOn prend par exemple un ompteur tableau pour 4 entiers du jeu. Ce ompteur va ontenir 6ases (d'après 4.1.2).L'inrémentation se fait de la manière suivante :

Fig. 4.3 � InrémentationCorretionLa orretion est évidente ar la fontion est une suite de tests onditionnels imbriqués. Et elleinrémente bien le ompteur tableau.Complexité en tempsLa omplexité en temps de ette fontion est Cn donnée par la relation suivante :
Cn+1 = 4× C2

n+1 × (1 + Cn)qui est aussi donnée par :
∑n−1

i=0

∏i

j=0 4.C2
n−j = (n!)2 ×

∑n−1
i=0

2i

(n−i)!2Complexité en espaeLa omplexité en espae est : 4× n + 8 (tableau et deux entiers).4.3.3 La fontion valeurCette fontion permet de aluler la valeur de l'expression odé par le ompteur tableau.Problème� Problème : valeur� Entrée : ompteur tableau� Sortie : entier 16



Algorithme 4 Algorithme Fontion valeurEntrées: T :tableau d'entiers ; S : séquene ; nb_element :entier.Sortie: resultat :entier.ConstrutTab iouple(2)(0)(0) ;ConstrutTab T1(nb_element)(0)(0) ;i ← 2×nb_element-3 ;resultat ← 0 ;Tantque T[i℄ 6= 0 Faireouple(nb_elements, iouple, T[i-1℄,0,S) ;résultat ← alul(iouple[0℄,iouple[1℄,T[i℄) ;S ← remplaer(S,T1,iouple[0℄,iouple[1℄,T[i℄)i ← i-2 ;nb_element ← nb_element-1 ;FinTantquereturn(resultat) ;L'algorithmeCorretionEn e qui onerne la la terminaison on remarque que i deroit stritement jusqu'à être stri-tement inférieur à 1 e qui prouve la terminaison de la boule .Le resultat est bien elui renvoye par la fontion alul et on deode bien aussi le tableau en entrée.Complexité en tempsLa omplexité en temps pour ette fontion est : (⌊(2n−3)/2⌋+1)×Θ(couple)×Θ(remplacer)Complexité en espaeOn a les paramètres suivants : séquene (nombre_entiers× (4 + 4) = 8n)(pointeur + entier)et les autres entiers (4 + 4). Dans la suite de l'algorithme on utilises un tableau de 2 entiers (4× 2)et 2 tableaux de n éléments (4× 2nombre_entiers).Au �nal on a : 20n + 8 + Θ(couple) + Θ(remplacer) + Θ(resultat).
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Chapitre 5Les algorithmes en ommun pour lesdeux versions5.1 La fontion oupleCette fontion permet de onstruire le kme ouple d'une séquene S en se basant sur la dé�nition2.1.5.1.1 Problème� Problème : ouple� Entrée : tableau vide de deux entiers� Sortie : tableau remplie de deux entiers5.1.2 L'algorithmeAlgorithme 5 Algorithme Fontion oupleEntrées: s : séquene, nombre_entiers : entier, i :entier, position : entierSortie: ouples2 : séquene ;s2 ← s ;Si i < 1 ou i > nbCombinaison(nombres_elements) Alorsretourner new_ouple(-1, -1) ;SinonTantque s2 6= NILL et position 6= i Faireposition ← position +1 ;s2 ← s2�.suivant ;FinTantqueSi s2 ne NILL et i = position Alorsretourner new_ouple(s�.entier, s2�.suivant) ;Sinonretourner ouple(s�.suivant, nombres_entiers, i, position -1) ;FinSiFinSi5.1.3 CorretionWHILE-PROGRAM: 18



%preond: s!=NILL/\1<=i/\i<=nbomb(n)/\position=1s2:=s;while (s2!=NILL/\position!=i) do%invariant: (position+1)<iposition:=position+1;s2:=suivant(s2)endwhile%postond: position=i/\iemeouple(s)PROOF:{s!=NILL/\1<=i/\i<=nbomb(n)/\position=1}[0℄{(position+1)<i}s2:=s{(position+1)<i};{(position+1)<i}while (s2!=NILL/\position!=i) do%invariant: (position+1)<i[1℄{((position+1)+1)<i}position:=position+1{(position+1)<i};{(position+1)<i}s2:=suivant(s2){(position+1)<i}endwhile[2℄{position=i/\iemeouple(s)}PROOF OBLIGATIONS:s!=NILL/\1<=i/\i<=nbomb(n)/\position=1[0℄ ------------------- implies -------------------(position+1)<i(position+1)<i/\(s2!=NILL/\position!=i)[1℄ ------------------- implies -------------------((position+1)+1)<i(position+1)<i/\!((s2!=NILL/\position!=i))[2℄ ------------------- implies -------------------position=i/\iemeouple(s)5.1.4 Complexité en tempsAu pire des as, on parours n fois la première boule puis on passe une séquene de taille n−1lors de l'appel réurisif ... on a don n! itérations.19



5.1.5 Complexité en espaeOn a la omplexité de la séquene (8n) ainsi que elle des paramètres (4× 3).Il faut ajouter à ei la omplexité de la séquene de taille n− 1 qui est 8(n− 1).Cei appliqué au n− 1 itérations on obtient : (8 × (2n− 1))× (n− 1).5.2 La fontion alul5.2.1 Problème� Problème : alul� Entrée : tableau rempli de deux entiers, entier entre 1 et 4� Sortie : entier5.2.2 L'algorithmeAlgorithme 6 Algorithme Fontion CalulEntrées: T : tableau de 2 entiers ; j : entierSortie: val :entierSelon jCas '1' :val ← (T[1℄ + T[2℄ ) ;Sortir ;Cas '2'val ← ( Si T[1℄ > T[2℄ Alors T[1℄ - T[2℄ Sinon T[2℄ - T[1℄ ) ;SortirCas '3'val ← ( T[1℄×T[2℄ ) ;SortirCas '4'val ← (Si T[2℄ divise T[1℄ Alors T [1]
T [2] Sinon( Si T[1℄ divise T[2℄ Alors T [2]

T [1] )) ;Sortirretourner val ;5.2.3 CorretionEvidente (Suite de tests onditionnels)5.2.4 Complexité en tempsLa omplexite en temps de ette algorithme est onstante .5.2.5 Complexité en espaeOn a les paramètres suivants : un tableau de 2 entiers (4 + 4) et deux entiers (4 + 4 = 8)
20



Chapitre 6ConlusionLe projet qui nous a été donné nous a permis de déouvrir le travail en équipe et les di�ultésqui en déoulent.En e�et une des premières di�ultés est la ommuniation : faire omprendre ses idées aux autreset les onvainre que 'est la meilleure.Cette di�ulté n'est pas observable lorsqu'on mène un projet tout seul, ar il est di�ile d'être endésaord ave soi-même.Un seond obstale est l'éhange des projets.En e�et, même si le rapport intermédiaire est bien fait, se plonger dans le ode du projet et semettre dans son ambiane, est un exerie qui n'est pas évident.Un autre obstale est le respet du fateur temps.En e�et, respeter les délais de préparation ou ahever une mission pendant une durée plus oumoins ourte est une tâhe à ne pas négliger par une entreprise pour ne pas perdre ses lients.Ainsi, pour onlure, nous pouvons dire que e qui a été avant tout mis en avant dans le projet estla démarhe de l'ingénieur dans une entreprise : onvainre, ommuniquer et motiver le personnelpour avaner.
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